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Resumo: O anel de guardanapo é um utensilio usado para decorar mesas de jantar em
eventos especiais. Matematicamente, é definido como o sdlido resultante quando se subtrai
de uma esfera um cilindro de altura maior ou igual ao diametro da esfera e raio menor do que
o raio da propria esfera. Neste trabalho, apresentamos uma perspectiva matematica sobre
esse anel e o calculo do seu volume, que é considerado um paradoxo matematico por
depender apenas de sua altura, ndo importando a esfera que o originou. Apresentamos o
resultado por meio de duas abordagens: com o volume de sélidos geométricos usuais e
utilizando integrais triplas do Calculo Diferencial e Integral. Por fim, propomos uma atividade
para a abordagem de volumes usando o anel de guardanapo mediada pela metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliagdo de matematica através da resolugédo de problemas com uso
de material concreto e do software GeoGebra 3D. Essa proposta pode ser trabalhada no
Ensino Médio ou no Ensino Superior. Temos como hipétese que fomentar a compreensao de
volumes de um artefato cotidiano, na forma fisica ou virtual, pode ser uma forma de viabilizar
a abstracdo, a autonomia estudantil e o senso critico.

Palavras-chave: Resolucao de problemas. GeoGebra. Material concreto.

Abstract: A napkin ring is a utensil for decorating dining tables at special events.
Mathematically, it is defined as the solid resulting from the subtraction of a cylinder from a
sphere, given that the height of the cylinder is equal or larger than the diameter of the sphere
and its radius is smaller than that of the sphere itself. In this work, we present a mathematical
perspective on this ring and the calculation of its volume, which is considered a mathematical
paradox because it depends only on its height, regardless of the original sphere. We present
the results using two approaches: through the volume of usual geometric solids and using triple
integrals from Differential and Integral Calculus. Finally, we propose an activity for approaching
volumes using the napkin ring mediated by the mathematics teaching-learning-evaluation
methodology through problem-solving with the use of concrete material and the GeoGebra 3D
software. This proposal can be used in High School or Higher Education. We hypothesize that
fostering the understanding of volumes of an everyday artifact, in physical or virtual form, can
be a way to enable abstraction, student autonomy, and critical thinking.

Keywords: Problem solving. GeoGebra. Concrete material.

Resumen: El anillo para servilletas es un utensilio utilizado para decorar las mesas en eventos
especiales. Matematicamente, se define como el sdlido resultante cuando se sustrae de una
esfera un cilindro de altura mayor o igual al diametro de la esfera y radio menor que el radio
de la propia esfera. En este trabajo, presentamos una perspectiva matematica sobre ese anillo
y el célculo de su volumen, que es considerado una paradoja matematica por depender
unicamente de su altura, sin importar la esfera que lo origind. Presentamos el resultado por
medio de dos enfoques: con el volumen de sélidos geométricos usuales y usando integrales
triples del Calculo Diferencial e Integral. Finalmente, proponemos una actividad para abordar
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el calculo de volumenes utilizando el anillo para servilletas, mediada por la metodologia de
ensefianza-aprendizaje-evaluacion de matematicas a través de la resolucion de problemas
con uso de material concreto y el software GeoGebra 3D. Esta propuesta puede ser trabajada
tanto en el Bachillerato como en la Educaciéon Superior. Tenemos como hipotesis que
fomentar la comprension de los volumenes de un artefacto cotidiano, ya sea en su forma fisica
o virtual, puede ser una forma de viabilizar la abstraccion, la autonomia estudiantil y el sentido
critico.

Palabras clave: Resolucion de problemas. GeoGebra. Material concreto.
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CONSIDERAGOES INICIAIS

Todos ja ouvimos e, talvez, até ja repetimos a frase “a Matematica esta em toda
parte”. De fato, esta. Basta saber olhar da forma adequada. No entanto, isso ndo é
uma caracteristica s6 da Matematica. Tudo o que nos cerca é composto por elementos
das mais diversas areas: Quimica, Fisica, Biologia, Portugués... Depende do que

estamos procurando.

Neste texto, trazemos um olhar matematico para um utensilio de cozinha, o anel
de guardanapo, com a intengdo de mostrar que, com exemplos concretos, podemos
trabalhar elementos da Geometria Espacial de forma a despertar o interesse dos
alunos. Escolhemos o anel de guardanapo pelo resultado, de certa forma intrigante,
sobre o seu volume. Ao longo do texto, explanaremos como defini-lo
matematicamente e como ele € um elemento rico ao trabalharmos com Geometria

Espacial.

Como opcgéo para abordar o volume do anel de guardanapo em sala de aula da
educacédo basica, este trabalho apresenta uma atividade mediada pela metodologia
de ensino-aprendizagem-avaliagdo de matematica através da resolugéo de problemas
(MEAAMaRP). Os recursos escolhidos para utilizacdo na atividade foram o material
concreto, produzido por impressao 3D, e aplicativos dinamicos no software GeoGebra.

Este trabalho constitui um recorte de uma pesquisa de Iniciagdo Cientifica (IC) e
do trabalho de conclusédo de curso de graduacao (TGR), ambos vinculados ao projeto
de pesquisa “Objetos de Aprendizagem e Materiais Concretos: uma integragcéo
possivel”’, desenvolvido na Universidade do Estado de Santa Catarina (Udesc). A
primeira autora atuou como bolsista de IC e é a autora do TGR, enquanto a segunda
€ a professora orientadora. Neste artigo, apresentamos a atividade do anel de
guardanapo, que integra a etapa final (Proposigao de novos problemas) da sequéncia
didatica estruturada para o ensino de volumes utilizando o principio de Cavalieri
desenvolvida na pesquisa (Colago, 2023). Essa atividade n&o foi aplicada, mas as
aplicacbes de versbes anteriores da sequéncia motivaram-nos a buscar novos

problemas que estivessem alinhados ao propédsito da etapa final da sequéncia, mas
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que nao fossem apenas uma repeticdo de estratégias e contextos (Colago; Figueiredo
& Azevedo, 2023a; Colacgo; Figueiredo & Azevedo, 2023b).

O trabalho esta organizado em quatro seg¢des. Na primeira, € apresentada a
definicdo do anel de guardanapo e os calculos para obter seu volume de duas
maneiras diferentes, com o objetivo de instigar seu uso tanto no ensino basico como
no ensino superior. Na segunda, fala-se da importancia do uso do material concreto e
do GeoGebra 3D no ensino de matematica, mediados pela MEAAMaRP. Na terceira
secdo, é apresentada uma proposta de atividade sobre o volume do anel de
guardanapo para aplicagdo em sala de aula da educagéao basica, ou formacgéo inicial

(ou continuada) de professores. Na quarta se¢ao, tém-se as consideragdes finais.

O VOLUME DO ANEL DE GUARDANAPO

Desde a sua origem na antiguidade, a Geometria tem sido objeto de estudo para
pesquisadores e filosofos, tendo como motivagcao principal as necessidades diarias
vividas pelas civilizagdes, como as construgdes, movimentagdo de astros e a diviséo
de terras (Monteiro, 2015).

Os Parémetros Curriculares Nacionais (PCN) do Ensino Fundamental (EF)
vinculam a Geometria a um campo fértil de estudos em sala de aula, uma vez que os
estudantes apresentam interesse no assunto de forma natural, facilitando o
desenvolvimento de um pensamento matematico focado em “compreender, descrever
e representar, de forma organizada, o mundo em que vive” (Brasil, 1998, p. 51). Esse
documento explica, ainda, que o trabalho com a Geometria contempla a
aprendizagem de numeros e medidas, a compreensé&o de diferengas e semelhancgas,
e o aprimoramento das habilidades de percepcao espacial. Nesse ultimo caso,
considera-se fundamental que “os estudos do espago e forma sejam explorados a
partir de objetos do mundo fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e
artesanato” (Brasil, 1998, p. 51), como forma de incentivo a integracao entre diferentes
areas de conhecimento. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) também enfatiza

que o estudo da Geometria € crucial para o desenvolvimento do pensamento
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geomeétrico dos alunos, capacitando-os a “resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento” (Brasil, 2018, p. 271).

A exemplo disso, o anel de guardanapo € um objeto que pode ser interpretado sob
uma perspectiva matematica e € assim denominado devido a sua forma, que se
aproxima aquela de um porta-guardanapo como utensilio de cozinha (McFerhat,
2018).

Do ponto de vista da geometria, o anel de guardanapo € um so6lido que resta de
uma esfera de raio R quando dela é retirado um cilindro de altura maior ou igual do
que o didmetro da esfera e de raio r < R, conforme ilustra a Figura 1. Alias, segundo
McFehat (2018), o volume do anel de guardanapo é, na verdade, um paradoxo, uma
vez que conceitua que, dados quaisquer dois anéis de guardanapo, se suas alturas
forem iguais, entdo possuem o mesmo volume, independentemente dos tamanhos
das esferas que os originaram. E considerado um paradoxo, porque, mesmo que se
tenha uma esfera do tamanho de uma bola de ténis e outra do tamanho de uma
melancia, se forem cortados nelas anéis de guardanapo de mesma altura, garante-se

gue possuem o mesmo volume, 0 que vai contra a expectativa comum.

Figura 1. Anel de guardanapo
Fonte: Autoras (2023).

No presente trabalho, apresentaremos dois métodos para calcular o volume de
um anel de guardanapo: por meio do volume de outros sélidos geométricos usuais e
utilizando integrais triplas do Calculo Diferencial e Integral. Além disso, com o intuito
de utilizar ferramentas que a propria Matematica nos fornece para reduzir a extensao

e a complexidade dos calculos mantendo o rigor matematico, usaremos o principio de
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Cavalieri para o calculo do volume de partes da esfera. Esse principio conceitua que,
se dados dois solidos S; e S,, ambos de mesma altura, tais que qualquer plano
horizontal (o) paralelo ao plano que intercepta a base dos soélidos () secciona S; e S,
formando figuras planas com areas iguais, entdo os volumes dos soélidos s&o iguais
(Machado, 2021). E, portanto, uma ferramenta atil, uma vez que possibilita a
interpretacdo de volumes entre solidos de diferentes formatos por meio da

comparagao das areas de suas secodes e alturas.

Observamos que o volume do anel de guardanapo € igual ao volume da esfera
menos o volume do cilindro circular reto de raio r; e altura H definida pela intersecéo
com a esfera, menos duas vezes o volume da calota esférica (formalmente chamada

de segmento esférico de uma base), ou seja,

Vanel de guardanapo — Vesfera - Vcilindro - 2Vcalota)

conforme ilustrado na Figura 2.

-

o”” ._\\_. Calotas
.’ i| 'Il | | || \ esféricas .
- ;
Cilindro ™ -
circular o ~7
reto PR L
a) b) c)

Figura 2. Volume do anel por meio das calotas esféricas e do cilindro circular reto
Fonte: Autoras (2024).

Considerando o anel de guardanapo da Figura 2c, sendo R o raio da esferae r; o

raio do cilindro, o volume da esfera e o volume do cilindro sdo dados por

— 4 _p3 — 2
Vesfera - ET[R € Vcilindro =Tn H.

Como a calota é uma parte da esfera, para calcular o seu volume, pode-se usar a
secao correspondente da anticlépsidra, que é o sdélido obtido ao retirar-se de um
cilindro reto dois cones com vértice em comum, como ilustrado na Figura 3 a

esquerda. Isso porque, pelo principio de Cavalieri, o volume da esfera de raio R
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é igual ao volume da anticlépsidra obtida de um cilindro de altura 2R e raio R. O leitor
que tiver interesse nesse resultado pode consultar Dolce e Pompeo (2013, p. 243) ou
Colacgo (2023, p. 44).

Assim, considere a calota obtida da esfera de raio R e com circulo da base de raio
r, como a da parte pontilhada na Figura 2c. Para calcular o volume dessa calota,
usaremos a parte correspondente da anticlépsidra, como ilustrado na Figura 3. Ou
seja, o volume da calota, de altura h e raio r, corresponde a diferenga entre o volume
do cilindro de altura h e raio R e o volume do tronco de cone que tem altura h, cuja
base maior tem raio R, e de base menor com raio r, = R — h (obtido por semelhanca
de tridngulos, pois a se¢do meridiana do cone é um tridngulo isdsceles com base 2R

e altura R).

2R R

......... =0 &

Figura 3. Calota da esfera e se¢&o da anticlépsidra
Fonte: Adaptado de Benk et al. (2016).

Utilizando a formula do volume do cilindro e do tronco do cone, tem-se

Th
Veatota = mR*h — ? [R? + R(R—h)+ (R - h)z]
mh
2?[3R2 — R? — R? +Rh—(R2 —2Rh+h2)]
mh
= ? (3Rh - hz)

2

mh

Dai, sabendo o volume do cilindro e da calota esférica, consegue-se determinar o
volume do anel de guardanapo. Considerando o anel de guardanapo da Figura 2c,

tem-se
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Vanel de guardanapo — Vesfera - Vcilindro - 2Vcalota

4 mh?
= “7R3 —7rH — 2 - —— (3R — h)
3 3
_[4R® —3r,2H — 6Rh? + 2h°
=7 3 .

2
E, ainda, da Figura 2, tem-se h = R — g er;?=R?— (g) , logo obtém-se

T [ . , H? H\? H\?
Vaneldeguardanapozg' 4R° —3|R _T 'H_6R'<R—E) +2<R—E)

T 3H3 H? 3R?H 3RH? H?3
:g' 4R3—3R2H+T—6R RZ—RH-FT +2 R3— + _

2 4 8
T 3H3 3RH? 3RH? H3
=—-|4R3® —3R*H + — — 6R> + 6R*H — + 2R3 — 3R?*H + - —
3 4 2 4
o H?
3 2
Portanto,
TH?3
Vanel de guardanapo — T

E possivel observar que o volume do anel de guardanapo ndo depende do raio da
esfera e nem do raio do cilindro dela retirado, apenas da altura desse cilindro. Assim,
anéis de guardanapo de mesma altura, mesmo que originados de esferas diferentes,
terdo o0 mesmo volume, o que € considerado um paradoxo por ser contraintuitivo, ja
que a nossa intuigdo diz que, quanto maior a esfera, maior deveria ser o volume do

anel.

Alias, esse fato também pode ser observado pelo principio de Cavalieri, bastando
mostrar que as areas das segdes de anéis de guardanapos que possuem a mesma

altura sao iguais.

Sejam A; e A, os anéis de guardanapo de altura H, obtidos de esferas com raios
R e r, respectivamente, ilustrados na Figura 4. Sendo r; e r, os raios dos cilindros que

foram tirados dessas esferas para originar os anéis A, e 4,, tem-se que
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H H
=r-(3) e rt=r-(3).

Figura 4. Anéis de guardanapo com mesma altura.
Fonte: Autoras (2023).

Considere um plano a, secante aos anéis A; e A, a uma altura h dos centros 0,
e 0, das esferas que originaram os anéis, como na Figura 5, e sejam C; e C, as areas

das coroas circulares resultantes das se¢des nos anéis.

nms
i

Figura 5. Segdes de anéis de guardanapo de mesma altura.
Fonte: Autoras (2023).

Sendo R; e R, os raios das circunferéncias externas das coroas circulares das

secOes dos anéis A, e A,, respectivamente, entdo as areas C; e C, sdo dadas por

C]_ = T[Rlz - T[T]_Z e CZ == T[RZZ - 77.'7‘22.

Na Figura 5, temos os tridngulos retédngulos ABO; e A'B'0,, dos quais tém-se:

Ri*=R?*—h? e R,> =1%—h2.

Assim, substituindo os valores de r?, R?,1? e R3 em C; e C,, obtém-se:

ol (- () ) o) -
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Como (C; = C,, entao, pelo Principio de Cavalieri, A; e A, ttm o0 mesmo volume.

Outra estratégia, num contexto do Ensino Superior, € olhar para esse volume
como um problema de integrais multiplas. Nesse caso, a dedugédo da formula do
volume do anel de guardanapo pode ser obtida por meio de integral tripla usando o
sistema de coordenadas cilindricas (para mais detalhes, consultar Stewart, 2010).
Para isso, considere o anel de guardanapo da Figura 6a, que é originado quando o
cilindro de raio 1, de equagao x? + y? = r, 2, é retirado da esfera de raio R, de equagao
x? +y% +z2 = R%. A metade da altura do cilindro obtido é dada por um plano z =§

gue passa na intersegao do cilindro e da esfera, em que H é a altura total do cilindro.

z y

%Y
NP

Figura 6. Volume do anel de guardanapo por integral tripla
Fonte: Autoras (2024).

Para calcular o volume do anel de guardanapo, consideraremos somente a parte
acima do plano xOy e multiplicaremos a integral obtida por dois.

Desse modo, considere a variavel z como totalmente dependente, sendo que z €

R% — x2 — y?], 0 que equivale, em coordenadas cilindricas, az € [0,VR? — r?]. E,

com a projegao do plano xOy na Figura 6b, temos que 68 € [0,2r] er € [r, R].

Com isso, segue que

2w R VRZ-12 2w R
Vanel de guardanapo = 2 f f f r dzdrdf = 2 - f f rvR? —r? drd6
0 r, Y0 0 ™

2 (%" Am
= —f (RE—r2ydo = o /(R -1,
0

3
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2
H ~
Como (;) = R? — 2, entdo:

Am <<H)2>3 dm | (H?)? mH3

Vanel de guardanapo — ? 3 64 6

Os calculos apresentados do volume do anel de guardanapo, seja por meio do
volume de outros solidos geométricos usuais ou por integrais multiplas, comprovam a
relagdo paradoxal. Portanto, o volume de um anel de guardanapo depende
unicamente da sua altura, o que representa um fantastico resultado matematico,
afinal, a nogao intuitiva ao comparar os anéis de guardanapo sem efetuar qualquer

calculo, provavelmente, seria falha.

METODOLOGIA E RECURSOS DIDATICOS

A resolucao de problemas é uma atividade comum na vida cotidiana que remonta
a historia da civilizagdo (Morais & Onuchic, 2021). Contudo, na realidade escolar,
pouco se vé sobre a abordagem de problemas com dados reais pertencentes ao
cotidiano do estudante. Essa auséncia pode ser um dos motivos para o desinteresse
do discente em estudar matematica, dado que ele, por si s6, muitas vezes nao
consegue visualizar contetidos abstratos e teéricos na préatica. E com essa perspectiva
gue o docente deve ser a “ponte” entre o estudante e o conhecimento na pratica. Uma
alternativa para isso é abordar situacdes problemas associadas a realidade que
coloquem o estudante como protagonista, e ndo um reprodutor de respostas de

problemas que tenham o mesmo roteiro fixo.

Diante disso, a MEAAMaRP torna-se uma alternativa. No Brasil, desde 1992, essa
abordagem metodologica tem sido tema de interesse para o GTERP — Grupo de
Trabalho e Estudos em Resolucdo de Problemas, que desenvolve suas agdes na
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” — UNESP em Rio Claro/SP.
O grupo conduz estudos na linha de Resolugdo de Problemas, considerando,
principalmente, questdes de ensino, aprendizagem e avaliagdo de forma integrada.
N&do €& a toa que a palavra composta inicial que nomeia a metodologia (ensino-
aprendizagem-avaliagdo) tem como finalidade apresentar a perspectiva em que o

‘ensino, a aprendizagem e a avaliagdo devem ocorrer simultaneamente durante a
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construcdo do conhecimento pelo aluno, com o professor atuando como guia e
mediador” (Allevato & Onuchic, 2021, p. 47).

A MEAAMaRP é composta por um roteiro de dez etapas, tendo como ponto de
partida um problema gerador selecionado ou elaborado pelo professor. Esse € assim
denominado porque visa “a construcdo de um novo conteudo, conceito principio ou
procedimento; ou seja, o conteudo matematico necessario ou mais adequado para a
resolucao do problema ainda n&o foi trabalhado em sala de aula” (Allevato & Onuchic,
2021, p. 49). Nesse processo, o aluno pode ampliar sua compreenséo e habilidade de
conteudos matematicos basicos, e consegue demonstrar a sua percepgao sobre os
problemas por meio das estratégias adotadas, que sado resultado de seus

conhecimentos prévios e de sua experiéncia matematica.

Inclusive, a BNCC indica que a Resolugao de Problemas (RP) possibilita que os
alunos desenvolvam a autonomia a partir do gerenciamento de informagdes e, assim,
consigam ampliar conhecimentos, habilidades e perspectivas quando encontram um

problema na Matematica e no cotidiano (Brasil, 2018).

Como proposta para fomentar o ensino por meio da RP, pode-se adotar o uso de
material concreto. Desde o século XIX, o pedagogo Johann Heinrich Pestalozzi ja
defendia a necessidade da educagéao “comecar pela percepg¢ao de objetos concretos,
com a realizagao de ag¢des concretas e experimentagdes” (Santos; Oliveira & Oliveira,
2013, p. 6). De acordo com Fiorentini e Miorim (1990), essa valorizagdo da
manipulagdo de materiais concretos aliada aos problemas de ensino-aprendizagem
enfrentados pelos professores e alunos contribuiram para que o material concreto
tornasse-se uma formula magica para a solugao dessa situagdo. Convém mencionar
que o material contribuira para o aprendizado desde que seja utilizado
adequadamente, o que exige um bom planejamento da atividade e acompanhamento
na sua execug¢ao. Nesse sentido, € preciso, também, dar liberdade para que o aluno

desenvolva familiaridade com o material.

Além disso, o GeoGebra € um forte aliado no ensino da Matematica. Do ponto de
vista didatico, como o software permite diferentes representagdes de um mesmo
objeto matematico, visualizado de forma algébrica, grafica e numérica

simultaneamente, o aluno pode realizar atividades de exploracdo e descobertas por
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conta prépria (Preiner, 2008), sem contar a possibilidade de alterar objetos
preservando sua construgcdo e propriedades originais, permitindo a construgdo de
inumeros testes e tornando o computador um laboratoério (Nascimento, 2012).

Desse modo, utilizar esses recursos didaticos em conjunto possibilita que o
estudante tenha tanto a experiéncia tatii com o material concreto quanto a de
simulagao virtual no GeoGebra 3D, podendo optar pelo recurso com o qual sinta maior
familiaridade e facilidade no processo de interpretagdo. Portanto, esses recursos
podem ser fortes aliados no problema matematico vinculado a MEAAMaRP.

UMA PROPOSTA PARA SALA DE AULA

Como possibilidade para trabalhar o volume de sdlidos com um resultado
intrigante e um artefato conhecido pelos alunos, sugerimos um problema matematico

envolvendo o anel de guardanapo.

Na verdade, esse problema faz parte de uma sequéncia de atividades para o
ensino de volumes por meio do principio de Cavalieri baseada no roteiro proposto pela
MEAAMaRP, que inclui o uso de material concreto e do GeoGebra 3D. Esse roteiro
parte de um problema gerador experimental e de medigbes, seguidos de
guestionamentos com o intuito de encaminhar os alunos as hipoteses do principio de
Cavalieri para o calculo de volumes, sendo que essa ferramenta matematica deve ser
formalizada pelo docente apds discutir os resultados experimentais. A atividade sobre
o anel de guardanapo encaixa-se na ultima etapa do roteiro, a qual destina-se a
proposi¢ao de novos problemas relacionados ao conteudo matematico introduzido no
problema gerador, a fim de verificar se esse foi bem compreendido (Allevato &
Onuchic, 2021). Nesta secdo, daremos enfoque ao problema sobre o anel de
guardanapo. O leitor que tiver interesse em acessar a sequéncia de atividades
completa pode consultar Colago (2023). A versao final da sequéncia é resultado das
aplicagdes no contexto do Ensino Superior e do Ensino Médio de versdes anteriores
(Colaco; Figueiredo & Azevedo, 2023a; Colago; Figueiredo & Azevedo, 2023b).

O problema do anel de guardanapo (Figura 7) € composto por quatro itens que

envolvem a comparacgao das alturas, raios, se¢des e volumes do anel que serao feitas
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a partir de material concreto e do aplicativo no GeoGebra 3D. Embora, no enunciado
principal da atividade, seja apresentado de que forma é obtido um anel de guardanapo
com apoio de uma figura ilustrativa, o item (a) propde o uso do material concreto
(Figura 8) para auxiliar esse entendimento. Nesse item, o intuito € que, ao identificar
a parte correspondente da esfera e do cilindro nos anéis de guardanapo, o aluno
perceba que a altura dos anéis € igual, e que os raios da esfera e do cilindro que

originam cada um deles sao diferentes.

O anel de guardanapo é um sélido que resta de uma esfera R quando dela é retirado um cilindro de
altura maior ou igual do que o didmetro da esfera e de raio r < R, como ilustra a figura a seguir.

a) Para compreender melhor esse sélido, observem alguns diferentes tamanhos de anéis de
guardanapo no material concreto recebido. O que vocés podem perceber sobre os raios das esferas
e dos cilindros que os originaram e sobre as suas alturas?

b) Explorem o aplicativo https://www.geogebra.org/m/gbp9yw9m para construir diferentes anéis de
guardanapo e reflitam sobre os questionamentos deixados no aplicativo. Que conclusdes vocés
chegaram?

c) Considerem dois anéis de guardanapo 4, e A,, sendo A, obtido pela retirada de um cilindro de raio
3 cm de uma esfera de raio 5 cm e A, obtido pela retirada de um cilindro de raio v20 cm de uma
esfera de raio 6 cm. Utilizem o aplicativo https://www.geogebra.org/m/gbp9yw9m para fazer
simulagdes e identificar relagdes entre esses anéis de guardanapo.

i) Determinem a altura desses anéis;

i) Determinem area das segbes desses anéis obtidas a uma mesma altura;

iii) Determinem o volume desses anéis.

d) Como pode ser calculado o volume de um anel de guardanapo?
Figura 7. Problema com o anel de guardanapo
Fonte: Autoras (2023).
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Figura 8. Anéis de guardanapo em material concreto
Fonte: Autoras (2023).

Ja o item (b) indica o uso de um aplicativo no GeoGebra (Figura 9) para o estudo
de dois anéis de guardanapo, possibilitando a alteracao dos raios da esfera e do
cilindro que formam cada um, além do plano que secciona esses solidos. Junto ao
aplicativo, sdo propostas indagagdes que devem direcionar a identificagdo das
condi¢des para a aplicagao do principio de Cavalieri nos anéis de guardanapo, tais
como: o que se pode observar em cada anel quando € movimentado somente um dos
controles deslizantes R, R,, r; ou r,? O que acontece com as areas das se¢des e 0
volume dos anéis quando esses tém aproximadamente a mesma altura? Qual
resultado matematico garante as conclusdes obtidas anteriormente? E, por fim, é
possivel ter anéis de guardanapo distintos de mesmo volume? Esse ultimo
questionamento foi feito, justamente, para evitar que os alunos possam restringir a
simulacao de anéis de mesma altura a partir de dois anéis formados por esferas de
raios iguais e por cilindros de raios iguais, possibilitando a compreensédo de que o
volume depende apenas da altura, ou seja, mesmo que os anéis sejam formados por
esferas e cilindros de diferentes raios, terdo volumes iguais se suas alturas forem

iguais.
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Utilize os controles deslizantes para alterar o(s):
R, =559
Raios das esferas que L3
formam A, e A, o

Raios dos cilindros que

formam A e A, o

Plano que secciona
Ajed, PlanoSecéo
Alturas

*A; —H; =10226 10228

Area das secdes
*A| —a; =81.692

Volume dos anéis de guardanapo
*A) -V, =559.834

Figura 9. Aplicativo no GeoGebra 3D do problema do anel de guardanapo
Fonte: Autoras (2023).

No item (c), esse aplicativo continuara sendo utilizado. Contudo, a proposta € que,
a partir de dados numéricos atribuidos aos anéis de guardanapo no enunciado, sejam
obtidos, pelo aplicativo e de forma aproximada, as alturas, as areas das segdes e 0

volume desses anéis.

E, por ultimo, no item (d), o objetivo é que o aluno desenvolva a interpretagao por
tras do volume apresentado no aplicativo, percebendo que é possivel relacionar as
féormulas do volume da esfera, das calotas esféricas e do cilindro para a determinagao
do volume dos anéis. Afinal, como mostrado na se¢cédo do anel de guardanapo deste
artigo, a alternativa de utilizar calculo integral ndo é viavel para o publico-alvo do
Ensino Médio. Portanto, convém mostrar a eles o quao uteis sdo os conhecimentos ja
obtidos por eles acerca de sdélidos geométricos para compreender o volume de um
sélido ndo usual. Atividades como essa podem auxiliar no desenvolvimento da
autonomia, visto que o discente € incentivado a construir uma perspectiva matematica
sobre os artefatos que fazem parte de suas vivéncias cotidianas, sendo cada vez mais
capaz de articular situagdes reais baseado em conhecimentos tedricos e abstratos.

CONSIDERAGOES FINAIS

Estudar e calcular o volume de solidos geométricos n&o usuais utilizados no

cotidiano pode, muitas vezes, parecer uma tarefa dificil aos discentes. Dai, vé-se o

@080
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importante papel do docente como mediador do conhecimento cotidiano e cientifico
em propostas de atividades aplicadas em sala de aula, tal como promover a
oportunidade do estudante compreender a constru¢do de um objeto decorativo por
meio da geometria espacial, a exemplo, o anel de guardanapo proposto nesse
trabalho. Afinal, os conceitos envolvidos podem aprimorar n&o so a identificacdo de
figuras geométricas como o desenvolvimento da nogédo de volume como um espago
que um soélido “ocupa” no outro, tal como o cilindro quando retirado da esfera,

facilitando a abstracéo.

Ademais, disponibilizar o anel de guardanapo em material concreto e no
GeoGebra 3D oferece ao docente, primeiramente, a opgao de conciliar a versao fisica
e a virtual do objeto matematico de acordo com a necessidade ao longo da atividade,
ou da escolha por somente uma das versdes devido a maior familiaridade. A liberdade
de escolha pode fomentar a tomada de decisdes e a autonomia do estudante, pois o
fara observar as vantagens e desvantagens de suas escolhas, assim como se ha
necessidade de altera-las. Esse processo também sera essencial para que o discente
desenvolva senso critico a respeito dos materiais didaticos utilizados e sua
contribuicdo para o aprendizado.

Do ponto de vista pedagogico, por um lado, com o material concreto, pode-se
desenvolver, de forma intuitiva, a no¢ao abstrata do espaco ocupado pelos solidos
geomeétricos que compdéem o anel de guardanapo, por exemplo. Por outro lado, ao
utilizar o GeoGebra 3D como um laboratério virtual, podem ser realizados inumeros
testes de hipdteses com visualizacdo imediata do resultado, num processo de
gerenciamento de informacdes, testes e resultados, que resultara em conjecturas

obtidas pelo proprio estudante.

Por fim, este trabalho apresentou duas diferentes abordagens para o calculo
do volume do anel de guardanapo e uma breve atividade para aplicagdo do estudo
em sala de aula. Consideramos que apresentar o paradoxo do anel de guardanapo é
uma forma de aproximar os estudantes dos resultados intrigantes investigados na
Matematica mostrando que é possivel compreendé-los. Sem contar que as trés
formas de calcular o volume do anel abrem espaco para que, além da atividade
proposta para nivel de Educagao Basica, o docente tenha um ponto de partida para
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desenvolver atividades desse solido também num contexto de Ensino Superior e,

guem sabe, nessa perspectiva, relacionar as trés formas de solugao.
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