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PROPOSTA METODOLOGICA PARA O ENSINO DE QUADRILATEROS VIA
PROVAS E DEMONSTRACOES

METHODOLOGICAL PROPOSAL FOR EDUCATION OF QUADERS BY EVIDENCE
AND DEMONSTRATIONS

Maridete Brito Cunha FERREIRA!
Saddo Ag ALMOULOUD?

Resumo: este artigo visa apresentar os resultados de uma pesquisa de doutorado que analisa
uma organizacao didatica, cujas tarefas articulam provas e demonstracGes geométricas, com
intuito de minimizar as dificuldades de alunos de um curso de licenciatura em matemaética
relacionadas a quadrilatero. A organizacdo envolveu tarefas de constru¢es geométricas em um
ambiente de papel e lapis, em que os alunos foram solicitados a construir figuras geométricas e
justificar matematicamente as técnicas utilizadas. Neste texto, apresentamos as analises a priori
e a posteriori que se apoiaram na Teoria Antropoldgica do Didatico e na articulacdo entre 0s
registros de representacdo. Concluimos que as tarefas se mostraram férteis para que os alunos
pudessem efetuar conversdes de representaces de registros e coordenar as apreensdes da
figura, contribuindo assim para a (re)construcdo dos saberes/conhecimentos relativos a
quadrilateros, prova e demonstragdo.

Palavras-chave: Prova. Demonstracdo. Geometria. Quadrilateros.

Abstract: this article aims to present the results of a doctoral survey that analyzes a didactic
organization, whose tasks articulate proofs and geometric demonstrations, with a view to
minimize the difficulties of students in a bachelor's degree course in mathematics related to
quadrilaterals. The organization involved geometric constructions within a paper-and-pencil
setting in which students were asked to build figures and mathematically justify the techniques
used. In this text, we presented the a priori and the posteriori analysis that supported the
anthropological theory of the didactic (ATD) and in the articulation between the records of
representation. Concluded that tasks are fertile to that students could carry out conversions of
registers and coordinate the seizures of the figures, thus contributing to the (re)construction of
implicit and formalized knowledge on quadrilaterals, proof, and demonstration.

Keywords: Proof. Demonstration; Geometry. Quadrilaterals.
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Este artigo tem por objetivo apresentar parte dos resultados de uma pesquisa de doutorado cujo
tema foi provas e demonstracdes geométricas na formacao inicial de professores de matematica.
A pesquisa teve como finalidade elaborar, aplicar e analisar uma organizagdo didatica que
articulou provas e demonstragdes com intuito de minimizar as dificuldades de alunos de um
curso de licenciatura em matematica relacionadas ao topico quadrilatero. @
A organizacdo foi composta por tarefas envolvendo construcdes geomeétricas,
relativamente ao topico quadrilatero, em um ambiente de papel e lapis, em que os alunos foram
solicitados a realizar construgdes geomeétricas e justificar matematicamente cada uma delas.
A escolha do objeto ‘quadrilatero’ se justifica por este propiciar um campo fértil para
atingirmos os objetivos da pesquisa. Ele permite explorar as caracteristicas de um conceito e a

diferenca entre condicdo necessaria e condi¢do suficiente. As propriedades dos quadrilateros

permitem trabalhar demonstracfes e abordar diversos conteudos de geometria plana. Além
disso, por ser considerado elementar, este € um tépico pouco explorado na graduacé&o.

Neste artigo, apresentaremos o0s resultados da parte experimental que foi composta de
trés etapas as quais serdo detalhadas no decorrer deste texto. Pela limitagdo deste documento,
serdo apresentadas as analises a priori e a posteriori de uma tarefa de cada etapa de nossa
investigacao.

A organizacdo didatica foi modelada e analisada segundo a Teoria Antropoldgica do
Didatico (CHEVALLARD, 1999). Também fundamentamos nossas analises na Teoria Dos
registros de RepresentacGes Semioticas e nas diferentes apreensdes das figuras (DUVAL,
1995), na tipologia de provas em matematica segundo (BACHEFF, 2000, 2010) e nas funces
da demonstragéo segundo De Villiers (2001).

2 Referencial teorico
Neste topico apresentamos os referenciais teoricos que fundamentaram nossas analises.
2.1 Concepcao de prova e demonstracdo adotada neste artigo

Provar e Demonstrar sdo palavras sinbnimas no ambito da Matematica pura. No

entanto, no ambito da Educacdo Matematica, é necessario fazer uma distingdo entre os termos
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‘explicacao’, ‘prova’ e ‘demonstragdo’ para que estas sejam praticadas em todos os niveis de
ensino. A distingcdo entre os significados de demonstracdo e prova implica aceitar, a depender
do contexto, outras producbes dos alunos para estabelecer a validade de uma afirmagéo.
Balacheff (2000 apud FERREIRA 2016)) distingue os termos °‘explicagdao’, ‘prova’ e

‘demonstra¢ao’, definindo-0s como:

e Explicacdo: Um discurso que visa tornar inteligivel o carater de verdade,
adquirido pelo locutor, de uma proposicéo ou de um resultado, os quais podem ser
discutidos, refutados ou aceitos.

e Prova: Uma explicagdo aceita por dada comunidade em dado momento. Essa
decisdo pode ser objeto de um debate voltado a determinar um sistema de
validagcdo comum aos interlocutores.

e Demonstracdo: Um tipo de prova dominante em matematica, com uma forma
particular. Trata-se de uma série de enunciados que se organizam segundo um
conjunto bem definido de regras.

Balacheff (2000, p. 4 apud FERREIRA 2016, p. 46) distingue ainda dois tipos de
provas: as pragmaticas, “que t€ém o recurso a a¢ao real ou apresentagdes” (exemplos, desenhos)
e as conceituais, “que ndo envolvem agdo e sdo caracterizadas por formulagdes de propriedades
e as relacoes entre elas”.

Ainda que na Educacédo basica se faca necessario considerar outros niveis de prova,

Ferreira (2016, p.46) afirma que:

Embora reconhecendo a importancia de considerar as producfes dos alunos
da educacéo basica em diferentes niveis, acreditamos ser necessario que, ainda
nesse ambito, o aluno seja levado a perceber que exemplos ndo garantem a
validade de um caso geral e que a demonstracdo é necessaria.

Esta ideia se justifica pelo fato de que segundo Jahnke (2008 apud FERREIRA, 2016)
alunos de nivel secundario e até terciario se sentem mais convencidos da validade de um
teorema matematico por meio de argumentos empiricos que por uma demonstragéo.

E possivel que a preferéncia por verificagdes empiricas se justifique pelo fato de atribuir
a prova a Unica funcéo de validagdo. Verificar a veracidade de uma proposi¢do é uma funcgéo
da prova matematica que, para o aluno, pode se tornar desnecessaria caso este fique convencido
por meio de verificagbes empiricas. De Villiers (2001) acredita que tomar consciéncia de outras
funcbes da demonstracao pode motivar o aluno a préatica de provas matematicas. As fungdes da
demonstracéo listadas em De Villiers (2001) sdo:

e Verificacdo (dizendo respeito a verdade da afirmacao).
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e Explicacdo (fornecendo explicagdes quanto ao fato de ser verdadeira).
e Sistematizagdo (organizagao dos varios resultados num sistema dedutivo de axiomas,
conceitos principais e teoremas).
e Descoberta (descoberta ou invengéo de novos resultados).
e Comunicac¢ao (transmissao do conhecimento matematico). @
e Desafio intelectual (realizagdo pessoal ou gratificagao resultantes da constru¢do de uma
demonstracéo).
Neste artigo, consideramos a distin¢cdo de prova e demonstragdo segundo Balacheff
(2000 apud FERREIRA 2016) e as fungdes da demonstragdo segundo De Villiers (2001).

2.2 Teoria Antropologica do Didatico

A teoria antropologica do didatico, desenvolvida por Yves Chevallard nos anos 1990,
tem como objeto de estudo o homem frente as situacbes matematicas.

O postulado que serve de base a essa teoria afirma que toda atividade humana pode ser
descrita a partir de um modelo Unico, o qual Chevallard (1999) chamou de praxeologia, ou
organizacao praxeologica.

No ambito da matematica, todo problema solicita meios para resolvé-lo e o processo
que da suporte tedrico a essa resolucdo € a organizacdo praxeoldgica matematica, ou
organizacdao matematica. Chevallard (1999) da a esse problema matematico o nome de tarefa,
a qual a praxeologia se encarrega de resolver.

Para uma dada tarefa existe uma técnica (que é o modo de realizar a tarefa), uma
tecnologia que justifica a técnica e uma teoria que fundamenta a tecnologia. Esses elementos
compdem dois blocos: um bloco técnico pratico, composto de tarefa e técnica, e um bloco
tecnoldgico-tedrico, composto de tecnologia e teoria. E o bloco tecnoldgico tedrico que permite
a compreensao de uma técnica e até a possibilidade de uma nova técnica para resolver uma
dada tarefa.

Chevallard (1999) afirma que toda atividade matematica pode ser realizada de modo
unico por meio de uma organizagdo matematica, que se refere aos contedos matematicos. As
organizagGes matematicas possuem formas de ensinar correspondentes em determinada
instituicdo, que sdo as organizacdes didaticas.
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Como ja explicitado, uma praxeologia se compde de dois blocos: um técnico-pratico,
que diz respeito a tarefa e a técnica e que corresponde ao bloco do saber fazer, e um tecnologico-
tedrico, que abrange a tecnologia e a teoria, correspondendo ao bloco do saber. A nogdo de
praxeologia tem inicio com a ideia de tarefa, que diz respeito a qualquer atividade humana que
requer ser desenvolvida. Uma tarefa € uma atividade especifica que pertence a um tipo de tarefa,
que por sua vez pertence a um género de tarefa. Uma tarefa e o tipo de tarefa que lhe
corresponde sdo geralmente designados por um verbo: ‘resolver’, ‘fazer’ e ‘demonstrar’ dizem
respeito a géneros de tarefas, enquanto ‘resolver um problema’, ‘fazer um bolo’ € ‘demonstrar
um teorema’ S80 0S tipos de tarefas correspondentes. Um género de tarefa solicita uma
particularidade para que seu sentido se complete; essa particularidade é o tipo de tarefa. Se T é
um tipo de tarefa associado a um género de tarefa t, Chevallard (1999) diz que T e t.

Um exemplo: ‘demonstrar que os lados opostos de um paralelogramo sdo
congruentes’ € uma tarefa enquanto ‘demonstrar propriedade do paralelogramo’ é um tipo de
tarefa correspondente. ‘Demonstrar’, por sua vez, € um género de tarefa.

Um tipo de tarefa solicita uma execucéo, isto é, determinado tipo de tarefa requer uma
forma pela qual ela possa ser desenvolvida, forma essa que Chevallard (1999) chama de técnica.
Assim, uma técnica é uma maneira de fazer uma tarefa. Uma tarefa T solicita uma técnica ,
que é a maneira de executar T. O par [T/t] é chamado, na teoria antropolégica do didatico, de
bloco pratico-técnico, que corresponde ao saber fazer.

Independentemente da instituicdo a qual a tarefa e técnica pertencam, a técnica
escolhida deve vir acompanhada de uma justificativa, que Chevallard (1999) chama de
tecnologia (0). E a tecnologia que justifica a escolha de determinada técnica para resolver uma
dada tarefa em determinada instituicdo. Por mais simples ou mais formal que a técnica seja, ela
requer uma tecnologia apropriada que a justifique.

A tecnologia 0 e a teoria ® formam o bloco tecnologico-teorico e, juntas, representam
0 saber. Uma organizagdo matematica se constitui, entdo, de dois blocos: um técnico-préatico
[T/z], composto de tarefa e técnica, que representa o saber fazer, e outro tecnolégico-teorico [6/
®], composto de tecnologia e teoria, que representa o saber.

Neste artigo apresentamos parte de uma organizacdo didatica referente a

demonstracdes geométricas, utilizando o objeto ‘quadrilatero’. Nessa organizag¢do, sdo
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propostas tarefas de construcdo geometrica que os alunos sédo convidados a executar e sao
analisadas as técnicas que estes utilizam e os discursos tedrico-tecnoldgicos por eles

mobilizados em suas justificativas.
2.3 Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica e formas de apreensdo da figura @

A Unica forma de acesso aos objetos matematicos € por meio de uma representacao.
Essa caracteristica a difere das outras areas e de acordo com Duval (2009) pode justificar a
dificuldade com relagdo ao seu ensino e aprendizagem.

De acordo com este autor as representacdes semidticas se referem a um sistema
especifico de signos®, que, no ambito da matematica, incluem a lingua natural, a escrita
algébrica, os graficos cartesianos e as figuras geométricas.

A funcdo de uma representacdo semidtica vai muito além da comunicacdo. Ela se
presta a representar um objeto que so é acessivel por meio de representacfes, que podem até
mesmo ser confundidas com o préprio objeto. Segundo Duval (2011), mais que tornar possivel
0 acesso aos objetos esta a possibilidade de transformar uma representacdo em outra
representacdo semidtica.

Essas transformacdes podem ocorrer dentro de um mesmo sistema (o tratamento) ou
entre sistemas semidticos diferentes (a conversdo). Duval (2011) afirma que essas
transformagdes “constituem a dinamica cognitiva de toda atividade matematica” (p. 69) e que
nem todo sistema semidtico é suficiente para efetuar essas transformagdes.

Buscando um sistema semidtico que, além de representar o objeto, cumprisse as
atividades de tratamento e conversdo, Duval introduziu a nocdo de registro de representacéo,
que ‘“‘se caracteriza essencialmente pelas operagdes cognitivas especificas que ele permite
efetuar” (DUVAL, 2011, p. 70).

A especificidade da atividade matematica, segundo Duval (2011), esta relacionada a

diversidade de registros de um mesmo objeto e a possibilidade de transformacao de registros

3Signo “é uma coisa que representa uma outra coisa: seu objeto. Ele s6 pode funcionar como signo se carregar esse
poder de representar, substituir uma outra coisa diferente dele” (SANTAELLA, 1983, p. 12). Segundo Duval
(2011, p. 71), “o que constitui qualquer coisa como signo ndo € a sua utilizagdo com a finalidade de comunicagao;
€ seu emprego por oposi¢do a uma ou varias outras coisas que poderiam ser empregadas em seu lugar na mesma
situagdo”.
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de representacdo, que o leva a acreditar que a compreensdo em matematica depende da
coordenacao de ao menos dois registros de representacdo para um mesmo objeto.
As representacfes envolvidas na geometria sdo a lingua natural, a simbodlica e a
representacfes geométricas ou figurais. Para serem resolvidos, os problemas de geometria
necessitam, em sua maioria, do apoio da figura, o que corresponde a conversdo de um problema
em lingua natural para um problema no registro figural. Os tratamentos também sdo comuns
em geometria ao relacionar as propriedades de um objeto.
Duval (2011), na teoria dos registros de representacdo semidética, defende que, do
ponto de vista cognitivo, é a atividade de conversdo que garante a apreensdo do conhecimento
matematico. E a ocorréncia de conversdo entre dois tipos de registro que garante que houve
aprendizagem, uma vez que permanecer em um unico registro induz a confundir o objeto com
sua representacéo.
O raciocinio geométrico, de acordo com Duval (apud ALMOULOUD, 2004) envolve trés

tipos de processos cognitivos, que desempenham funcgdes epistemoldgicas préprias:

e 0 processo de visualizacdo para exploracédo heuristica de uma situacdo complexa;

e aconstrucdo de configuracdes, que pode ser trabalhada como um modelo em que as a¢oes
realizadas representadas e os resultados observados sdo ligados aos objetos matematicos
representados;

e 0 raciocinio, que é o processo que conduz a prova e a explicacéo.

Duval (apud ALMOULOUD, 2004, p. 126) afirma que “esses processos estdo
entrelacados e sua sinergia ¢ cognitivamente necessaria para a proficiéncia em Geometria”. NO
entanto, esses processos podem ser realizados de forma independente. Por exemplo, a
construcdo pode levar a uma visualizacdo, mas esta ndo depende da construcdo. Ja a
visualizacdo pode colaborar para o raciocinio, bem como levar a cometer enganos (DUVAL
apud JONES, 1998).

As definigOes e os problemas em geometria solicitam, mesmo que inconscientemente,
acOes de reproducdo, construgdo e desconstrucdo de figuras que, associadas aos textos,
requerem formas de interpretacdo que Duval (ALMOULOUD, 2004) classifica em:

1. Sequencial: utilizada nas atividades de construcdo ou descricdo, com 0 objetivo de

reproduzir uma figura.
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2. Perceptiva: interpretacdo das formas de uma figura em dada situacdo geométrica.

3. Discursiva: interpretacdo dos elementos da figura geométrica, privilegiando a articulagéo
de enunciados, levando em consideracédo a rede seméntica de propriedades do objeto.

4. Operatoria: centrada nas modificagdes possiveis de uma figura de partida e na
reorganizacao perceptiva que essas modificacdes sugerem.

Tomar consciéncia da distin¢éo entre as trés primeiras formas de apreensao é condicao
necessaria para a resolucdo de problemas em geometria e para entrada na forma de
desenvolvimento do raciocinio exigida por essa resolu¢do (DUVAL, 2012).

Na organizacdo didatica apresentada neste artigo, sdo propostas tarefas de construgéo
geométrica em que 0s enunciados se encontram em registro da lingua natural, solicitando
apreensdo sequencial no momento em que os alunos fardo a conversédo para o registro figural.

Na justificativa da construcdo sao solicitadas apreensdes perceptiva, discursiva e operatoria.

3.0 Apresentacdo e andlise do experimento

Neste artigo, como ja foi destacado, objetivamos apresentar parte dos resultados da
fase experimental de uma pesquisa de doutorado em que foi desenvolvida, aplicada e analisada
uma organizacdo didatica, articulando provas e demonstraces, com o intuito de minimizar as
dificuldades relacionadas a quadrilateros, diagnosticadas em uma analise preliminar, bem como
estimular aos participantes da pesquisa quanto ao trabalho com demonstracdo em sua pratica
futura.

Neste tdpico apresentaremos e justificaremos as escolhas feitas na elaboracdo e

aplicacdo da organizacdo didatica e parte de sua aplicacao.

3.1 Construcao da organizacao

Nos estudos preliminares apresentados em Ferreira (2016), pudemos verificar a
dificuldade apresentada por alunos de graduagéo quanto a pratica de demonstragdes, bem como
a falta de motivacdo para o trabalho com demonstracdo em sua préatica futura. Também foi
detectado que a forma como os contetdos sdo apresentados nos livros de geometria utilizados
na maioria dos cursos de Licenciatura em Matematica das universidades brasileiras segue uma

I6gica que omite todas as fases de seu desenvolvimento. Roque (2012, apud FERREIRA, 2016))
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assinala que existe uma diferenca crucial entre a l6gica em que um texto matematico é
apresentado e 0 modo como ele se desenvolve.

Essa forma direta de apresentacdo da geometria, contraria ao seu desenvolvimento,
também se repete nas aulas de graduacdo. Tomando como hipdtese que a inversdo entre a ordem
da descoberta e a ordem da exposi¢do dos conhecimentos matematicos pode ser um dos fatores
que contribuem para a dificuldade dos alunos em compreender demonstracdes geométricas,
Ferreira (2016) desenvolveu uma sequéncia de atividades que proporcionasse uma simulacéo
do ambiente de descoberta.

Foi proposta uma abordagem que se opde ao modelo atualmente praticado e investigou
se ela se apresentou favoravel a mudanca do quadro atual dos sujeitos envolvidos. No entanto,
qgueremos salientar que o propésito ndo foi fornecer formulas para se ensinar demonstracéo,
mas sim testar se a referida organizacdo, associada as discussbes, pode possibilitar o
cumprimento dos objetivos propostos.

Em seus estudos preliminares, Ferreira (2016) identificou — nas dimensdes
epistemoldgica, cognitiva e didatica — as raz6es que podem justificar a manutencéo do atual
estado da pratica das demonstracfes o que torna possivel decidir quais serdo as variaveis globais
e seus valores, a fim de fundamentar a construgéo da organizagéo, que s&o:

1. Referencial:

e A escolha da adocgdo de aspectos da teoria das situacdes didaticas tem como objetivo
controlar constatacbes das dimensdes epistemoldgica e didatica referentes a
abordagem dada as demonstracfes na graduacdo. Visa também provocar conjecturas e
valoriza-las, o que é um aspecto dessa teoria, em que visou estimular os alunos a
elaborar argumentos de um problema e chegar a constru¢do de uma demonstracao,
controlando constatagdes da dimenséo cognitiva.

e Concepcao de provas e demonstracgdes, segundo Balacheff (1988), e fungdes da prova,
segundo De Villiers (2001) — Apresentagdo das concepgdes de prova segundo
Balacheff e de fungdes da prova segundo De Villiers, apresentando uma distin¢do dos
termos ‘prova’ e ‘demonstragdo’ e outras fungdes da demonstragdo. Buscando
controlar constatacbes da dimensdo epistemoldgica a respeito das concepcbes dos

alunos sobre provas e demonstragdes.
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e Teoria dos registros de representacdo semidtica — Buscar articular os registros lingua
natural, simbolicos e figurais. Buscou-se também provocar a passagem da apreensao
perceptiva para a apreensdo discursiva. Com esta escolha pretendeu esclarecer aos
alunos o estatuto da figura e conscientiza-los da subordinagdo da apreensdo perceptiva
a apreensdo discursiva. Visou com estas escolhas controlar constataces da dimensao
cognitiva.

2. Ambiente de realizacdo: Opcdo por tarefas de construcbes geométricas em um ambiente
de papel e lapis. Acreditou-se que estes tém potencial para provocar conjecturas pelo aluno,
conscientiza-lo das apreensfes perceptiva, sequencial e discursiva, aproximéa-lo da prova
matematica e criar condi¢fes para que perceba a funcdo de explicacdo da demonstracao.
Esta escolha visa controlar constatagdes das dimensdes epistemoldgica, cognitiva e
didética.

3. Organizagéo dos alunos: Realizagéo das atividades em duplas ou trios. Esta escolha visa
proporcionar um ambiente de discursdo e de interacdo entre os alunos.

4. Formato de entrega das atividades: Optou-se por entregar as atividades impressas, a fim
de otimizar o tempo e garantir que os textos referentes as atividades estariam transcritos
corretamente, assegurando as informacGes necessarias para o entendimento do enunciado
de cada atividade.

5. Forma de coleta de dados: As sessdes foram gravadas em audio e video, disponibilizando
um gravador para cada grupo a fim de coletar as discussdes ocorridas nos grupos. Coletou-
se também registros escritos.

Diante das escolhas das variaveis globais, a autora elaborou a organizacao didatica em

trés etapas cujas atividades foram inspiradas em Maioli (2001), Maziero (2011), e

complementamos com atividades que fazem parte de livro de autoria Ferreira (2016).

A sequéncia aplicada Ferreira (2016) foi dividida em trés etapas. Apresentaremos neste

artigo a descricdo de cada uma delas e, pela limitagdo de espaco, apresentaremos a aplicagéo e

analise de uma tarefa de cada etapa.

Nas trés etapas os alunos foram agrupados em duplas ou trios e as sessdes foram
gravadas em video e audio. Os participantes da pesquisa foram estudantes de um curso de
licenciatura em matematica em que todos ja cursaram ou cursavam a componente ‘Geometria

plana’, que ¢ oferecida no segundo semestre do curso, em que sdo contemplados os contetdos
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da geometria plana euclidiana. A seguir detalharemos cada etapa da investigacéo, seguida das

analises de uma tarefa de cada etapa.

3.2 Aplicacéo e analise das atividades

12 Etapa: Foram utilizados os trés livros analisados, que constam na bibliografia da
disciplina ‘Geometria plana’ de um curso de licenciatura em matematica, ¢ também livros
indicados para os niveis fundamental e medio. A atividade foi desenvolvida com o objetivo de
possibilitar aos alunos se apropriar dos conhecimentos em jogo. Outro objetivo desta etapa foi
trabalhar as definicbes de quadrilateros notaveis utilizando simultaneamente trés registros de
representacdo: o registro da lingua natural, o registro simbolico e o registro figural, chamando
atencdo dos alunos para a importancia dos conceitos e de manter coeréncia com as defini¢oes
adotadas. Esta etapa se justificou pelo fato de dois dos livros analisados ndo apresentarem as
definicbes dos quadrilateros nos trés registros de representacdo e de trés apresentarem
incoeréncia entre a definicdo e a propriedade dos angulos da base do trapézio isdsceles. Segue
a experimentacdo e analise de uma subtarefa da tarefa 1- etapa 1.

d) Definir cada um dos quadrilateros seguintes: paralelogramo, retangulo, losango, quadrado,
trapézio.

Apbs receber a atividade e serem disponibilizado um tempo para que os alunos
discutissem em grupo, partimos para discussdo da tarefa. Apresentaremos um trecho do
didlogo:

Andreia: Eu nao sei definir, eu so sei ver.
Gustavo: Paralelogramo é o quadrilatero que possui os lados paralelos dois a dois.
Andreia: Ai vocé falou também do retangulo.

Gustavo: E um paralelogramo. O retangulo é um paralelogramo. A diferenca é que no
retingulo os angulos internos tém noventa graus. Mas o retangulo também é um
paralelogramo.

Fabio: N&o. O paralelogramo é um retangulo? Nao.
Hugo: O retangulo que é um paralelogramo.

Fabio: Eu coloquei que o paralelogramo € o quadrilatero que possui os lados iguais e
paralelos dois a dois.

Jadson: Eu coloquei que é um quadrilatero com quatro segmentos paralelos dois a dois.
Daniela: Eu coloquei que é um quadrilatero obliquo com lados opostos iguais e paralelos.
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Fabio: Ele seria obliquo a base, ndo é? Que forma angulo agudo com a base.

Ivo: Eu coloquei: poligono de quatro lados, tendo os lados opostos com mesma medida e 0s
lados obliquos em relagdo a base.

Fabio: E! Tem que ser obliquo em relag&o a base porque sendo eu vou imaginar que vai ser
obliquo em relacdo a um plano.

Pesquisadora: E vocés imaginaram a necessidade de colocar esse termo obliquo por qué? @
Daniela: Por causa do retangulo.

Fabio: Por causa dos lados paralelos do retangulo.

Gustavo: Mas o retangulo também é um paralelogramo.

Daniela: Sim, mas para a gente falar a diferenca... Como vamos falar a diferenca deles dois?

Gustavo: Mas ai é como a professora falou. Assim a gente t4 usando a figura para definir. A
gente pode definir depois que o retangulo é o paralelogramo que possui 0s quatro angulos
retos.

Daniela: Foi por isso que eu acrescentei o “obliquo”, porque por essa defini¢do o retangulo
é um paralelogramo.

Hugo: Mas o retangulo é um paralelogramo.
Andreia: Ai terminou de confundir tudo.

Institucionalizamos em um quadro a definicdo de cada quadrilatero notavel

representando-a nos registros de lingua natural, figural e simbdlica. (Quadro 1).

Quadro 1. Institucionalizacéo de definicGes de paralelogramo e retangulo.

Um quadrilatero plano c ABCD é paralelogramo < AB// CD e
convexo é paralelogramo ADI/I BC*
se, e somente se, possui
0s lados opostos B
paralelos.
D
A
Um paralelogramo ¢é O paralelogramo ABCD é um retangulo
retangulo se, e somente o & med(ABC) = 90° ou
se, possui um angulo med(BCD) = 90° ou med(CDA) =
reto. 5 90° ou med(DAB) = 90°
<

Fonte: Adaptado de Ferreira (2016).

4 Neste trabalho denotaremos AB: segmento de reta de extremos A e B; AB: medida de AB
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Os relatos apresentados acima nos permitiram observar alguns pontos. Os alunos
identificam os quadrilateros pela apreensdo perceptiva, mas apresentam dificuldades em
representa-los em lingua natural ou em registro simbolico, evidenciando confusdo entre o objeto
e sua representacdo. Tiveram dificuldades em relacionar os quadrilateros notaveis, o que
também € consequéncia da confusdo entre objeto e representacdo. Os alunos confundem
definicdo com propriedade, incluindo nas definicdes dos quadrilateros notaveis atributos que
devem ser demonstrados para serem considerados validos. Concepcao de que o esclarecimento
das relac@es entre os quadrilateros pode causar confusdo no aprendizado dos alunos.

Os dialogos dos alunos evidenciam que eles apresentam dificuldades conceituais no

gue tange aos quadrilateros, mais especificamente, na caracteriza¢do dos quadrilateros notaveis,
que é mais influenciada pela apreensao perceptiva de figura. Isso ja foi constatado por Duval
(2012), que afirma que a limitacdo da representacdo de um objeto matemético a um Unico
registro pode provocar confusdo entre o objeto e sua representagdo. Os resultados colhidos na
primeira etapa da sequéncia se assemelham aos obtidos na pesquisa de Maioli (2011). Ha
indicios que permitem afirmar que as dificuldades e concepgbes observadas na graduacgédo
podem se perpetuar ao longo da carreira docente.
2.2 etapa: As 10 tarefas envolvem construgcdes geométricas no ambiente papel-lapis e exigiam
provas e demonstracdes. Solicitou-se que os alunos construissem quadrilateros notaveis e
apresentassem a justificativa matematica de cada construcdo. Visando controlar a evolucdo das
estratégias que desejavamos que fossem desenvolvidas pelos alunos e, consequentemente, a
evolugéo dos conhecimentos sobre o topico ‘quadrilateros’, em cada uma das tarefas propostas
levaram-se em consideracdo variaveis locais. Os valores atribuidos a essas variaveis visaram
mobilizar diferentes conhecimentos pelos alunos, uma vez que cada escolha visou permitir a
resolucéo das situacdes de diferentes estratégias de construcéo e a apresentacdo de justificativas
para as construgdes realizadas. A escolha dessas variaveis, de seus respectivos valores e as
consequéncias dessas escolhas estdo apresentadas nas andlises a priori.

Para a experimentacgdo, distribuimos as tarefas para cada grupo e ap6s concedermos
um intervalo de tempo para que os alunos pudessem discutir internamente, 0S grupos
apresentaram seus resultados, os quais foram colocados em discussao.

Nossas analises a posteriori se baseiam nos registros coletados nas discussdes

ocorridas internamente aos grupos, nas discussdes ocorridas ao socializarmos os resultados
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apresentados pelos grupos e nos registros feitos pelos alunos. Desses registros, escolheremos
aqueles gue fornecam dados relevantes para nossa pesquisa.

Apresentaremos a analise a priori e, em seguida, relataremos a experimentacdo e
exporemos a analise a posteriori da tarefa 2 da segunda etapa e, exporemos a producéo e didlogo
de apenas um dos grupos. @
Tarefa 2. Construir um paralelogramo, dados dois lados consecutivos e uma diagonal.
Enunciado: Construir um paralelogramo ABCD, dados dois lados consecutivos AB e AD e a
diagonal BD.

Anédlise a priori da tarefa 2

Ao representar os dois lados consecutivos e a diagonal, os alunos irdo obter um triangulo
ABD. Em seguida deverdo buscar uma estratégia para obter o quarto vértice C do quadrilatero
ABCD de modo que este seja um paralelogramo.

Previmos duas técnicas para a realizagdo desta tarefa:

Técnica 1. Utilizando compasso e régua para construir um quadrilatero com lados

opostos congruentes

Por esta técnica, 0 aluno podera utilizar compasso e régua para construir um quadrilatero
com lados opostos congruentes, por meio dos seguintes passos:

Sejam m1 e m, as medidas respectivas dos lados AB e AD. Constroem-se as
circunferéncias de centro D e raio m;y e de centro B e raio my. C é o ponto de interseccdo dessas
duas circunferéncias. ABCD ¢ o paralelogramo procurado (Figura 1).

Figura 1. Figura-suporte da técnica 1, correspondente a tarefa 2.

Fonte: Ferreira (2016, p. 219).

O aluno poderé recorrer a apreensdo perceptiva e afirmar que o quadrilatero construido

é um paralelogramo, ndo validando sua construgéo.
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Para validar sua técnica, ele podera utilizar o par de esquadros, verificar que os lados
opostos do quadrilatero construido sdo paralelos e afirmar que ABCD é um paralelogramo.
Nesse caso, 0 aluno realizard uma prova pragmatica em nivel de experimento crucial, visto que
poderd generalizar sua técnica a partir de um caso, acreditando que, se funciona para este, entéo
funcionard sempre. Caso tente validar sua técnica utilizando uma prova pragmatica,
pretendemos esclarecer que esta prova convence, mas ndo valida o caso geral e ndo explica por
que o quadrilatero construido é um paralelogramo.

Para validar o caso geral, o aluno podera fazer a seguinte demonstracéo:

Por construgdo, DC = AB e BC = AD. Tracando a diagonal BD e sabendo que ela é
comum aos triangulos ABD e BCD, pelo caso lado-lado-lado, esses triangulos sdo congruentes.
Logo, temos: ADB = DBC = AD// BC (teorema das paralelas) e ABD = BDC = AB// DC

(teorema das paralelas). Portanto, ABCD é paralelogramo.
Técnica 2. Construcdo usando a simetria central

Por meio desta técnica, o aluno podera construir o ponto médio O da diagonal BD e 0
ponto C, simétrico de A em relagéo ao ponto O.

Para validar a técnica, o aluno podera utilizar a simetria dos lados AD e BC (ou AB e
CD) em relacdo ao ponto O (Figura 2) ou utilizar a demonstracio referente a técnica 3 da tarefa
1.

Figura 2. Figura-suporte da técnica 2, correspondente a tarefa 2.

D C

iy B

Fonte: Ferreira (2016, p. 220).

Esta tarefa tem potencial para propiciar ao aluno condicOes para a elaboracdo de
conjecturas, e, é uma tarefa que podera conduzi-lo a aplicar simetria central, congruéncia de
triangulos e teorema das paralelas, além de formular e demonstrar condi¢fes necessarias e

suficientes para que um quadrilatero seja um paralelogramo.
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O aluno pode utilizar técnicas semelhantes a proposta na situacdo 1 e pode ainda optar
por duas novas tecnicas: na primeira, podera utilizar régua e compasso para construir um
quadrilatero com lados opostos congruentes ou, com a segunda, utilizar simetria central.

Ao fazer a opcéo pela técnica 1, o aluno construird um quadrilatero em que os lados
opostos sdo congruentes. Neste caso, pode afirmar que o quadrilatero construido € um @
paralelogramo, recorrendo a apreensao perceptiva para justificar sua construcdo, fundamentado
no fato de ter construido um quadrilatero com lados opostos congruentes. Caso iSSO ocorra,
teremos uma oportunidade para rever a definicdo de paralelogramo considerada e questionar se
o fato de um quadrilatero ter lados opostos congruentes implica necessariamente que ele tem
os lados opostos paralelos. Leva-se assim o aluno a formular mais uma condic¢éo suficiente para
gue um quadrilatero seja um paralelogramo.

Faremos a institucionalizacdo apresentando a seguinte propriedade do paralelogramo:
Um quadrilatero € paralelogramo se, e somente se, possui 0s lados opostos congruentes.
Bloco tecnoldgico-tedrico: Definicdo de diagonal de um quadrilatero, definicdo de lados
consecutivos de um quadrilatero e definicdo e propriedade do paralelogramo, para que o aluno

possa dar inicio a resolucdo da tarefa 2.
Experimentacao e andlise a posteriori da tarefa 2

Entregamos a atividade 2 impressa e disponibilizamos tempo para que fosse realizada.
Para justificar a construcdo realizada nesta tarefa, o aluno poderia lancar méo de propriedades

ja institucionalizadas na tarefa anterior e que estao ilustradas no quadro 2

Quadro 2. Caracterizacdes do paralelogramo institucionalizadas na tarefa 1.

REGISTRO EM LINGUA REGISTRO FIGURAL REGISTRO MATEMATICO
NATURAL
Um quadrilatero é
paralelogramo se, e somente se, D £ ABCD é paralelogramo <
possui dois lados opostos / / AB/ICD e AB =CD
paralelos e congruentes. f..f f,.f

."': J

& B
Um quadrilatero é
paralelogramo se, e somente se, ABCD ¢ paralelogramo <
seus lados opostos séo AB=CD e BC = AD
congruentes.
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Um quadrilatero é
paralelogramo se, e somente se, C is ABCD ¢ paralelogramo < A =
seus angulos opostos sao /_.e/ kf CeB=D
congruentes. /
/% 7
A B

Fonte: Ferreira (2016, p. 213).

Apresentamos a andlise da producédo do grupo IV, que tentou utilizar a técnica que faz
apelo a simetria central.

A Figura 3 mostra o registro da realizacdo da tarefa 2 pelo grupo IV. O texto apresentado
corresponde a uma prova conceitual, segundo a classificacdo de Balacheff (2000). Os alunos
utilizaram como hipotese o fato de que as diagonais do quadrilatero se interceptam no ponto
médio de ambas, embora isso ndo fique garantido pela técnica utilizada na construcéo.

Apesar de ndo ter chegado a conclusdo utilizando argumentos corretos, podemos
considerar um avanco o fato de os alunos ndo confundirem a hipdtese com o que era para ser
demonstrado, como podemos constatar no texto apresentado na Figura 3.

Analisando a construcdo, observamos que o ponto C foi obtido antes de construirem a
diagonal AC. Para que a simetria central justificasse a obtengdo do ponto C, os alunos deveriam
ter obtido antes o ponto médio M da diagonal BD. Isso pode ser constatado no texto apresentado
(Figura 3) e neste dialogo:

Ivo: Com o compasso transferimos essa medida AD pra cé e essa medida AB pra ca
[translacd@o dos segmentos AD e AB]. Encontramos o ponto C. Como ja temos a diagonal BD,
tracamos a outra diagonal AC e encontramos o ponto médio [...].

Jadson: Mas e o ponto médio? Por que ponto médio? N&o provou ainda.
Ivo: As diagonais do paralelogramo se cruzam no ponto médio.
Jadson: Mas ndo provou ainda. Eu quero saber do ponto médio
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Figura 3. Registro da realizacdo da tarefa 2 pelo grupo 1V.
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Fonte Ferreira (2016, p. 222).

Observamos que a técnica utilizada pelo grupo é a construgdo de um quadrilatero com
lados opostos congruentes, que poderia ser justificada pela propriedade dos lados opostos
congruentes de um paralelogramo que ja foi institucionalizada em uma tarefa anterior.
Conjecturamos que, pela apreensdo perceptiva ou por ja conhecer a propriedade, o aluno
afirmou que as diagonais do paralelogramo se interceptam em seus pontos médios.

Podemos constatar também que o aluno Jadson contestou o uso da propriedade
(diagonais que se interceptam nos pontos médios), uma vez que esta ndo foi demonstrada, o
que pode ser considerado um avan¢o em relacdo a énfase dada a apreensdo perceptiva.

Outra observacédo na prova apresentada pelo grupo foi a conclusao sobre o paralelismo
dos lados AB e DC. Apesar de havermos utilizado em mais de uma demonstragdo o teorema
das paralelas para concluir o paralelismo dos lados do paralelogramo, os alunos deste grupo
ndo perceberam que este teorema deveria ser utilizado para concluir sobre o paralelismo dos
lados AD e BD do quadrilatero ABCD. Acreditamos que essa dificuldade se relaciona com o
fracionamento do quadrilatero. Na atividade 1, os paralelogramos estavam divididos apenas por
uma diagonal, enquanto na atividade 2 s&o tracadas duas diagonais.

Com esta representacdo estdo em destaque a congruéncia dos angulos opostos pelo

vertice (angulos formados pela intersecdo das diagonais) e a congruéncia dos segmentos
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BM e MD e dos segmentos AM e MC. Diante destas hipdteses, os alunos justificaram
corretamente a congruéncia dos triangulos BMC e AMD, mas néo utilizaram esta congruéncia
para justificar o paralelismo e a congruéncia dos lados AD e BC. Acreditamos que 0s angulos
opostos pelo vértice se destacaram na figura e provavelmente impediram de perceber a
reconfiguracdo que indicaria o tratamento matematico pertinente.

Apresentamos na Figura 4 uma reconfiguracdo que sugere o tratamento matematico que

poderia solucionar o problema.

Figura 4. Reconfiguracdo que possibilita visualizar o tratamento matematico possivel a
demonstracao do paralelismo de AD e BC.

B C

B.;—.c

A | A.;ﬁ.ﬁ

O que a figura mostra O que & situaclo exige ver

Fonte: Ferreira (2016, p. 223).

Segundo Duval (2012, p. 124), “uma figura guarda uma estrutura perceptiva autbnoma:
0s objetos que aparecem podem, deste modo, serem diferentes dos tipos de objetos que a
situagdo exige ver”.

Para realizacdo da tarefa 2, os alunos evidenciaram ter conhecimento do que vém a ser
lados consecutivos e diagonal do paralelogramo, elementos fornecidos para a construgao deste.

As escolhas feitas nesta tarefa (valor da variavel local: dois lados consecutivos e uma
diagonal) implicaram uma nova técnica, conforme previsto em nossa analise a priori. A
congruéncia dos lados opostos, técnica utilizada na tarefa 1, foi utilizada por alguns grupos para
realizacdo da tarefa 2, o que também fora previsto em nossa anélise a priori.

Os grupos que tentaram justificar suas construgdes utilizando a propriedade do ponto
médio evidenciaram ter subordinado a apreensdo discursiva a apreensdo perceptiva, uma vez
que a simetria central ndo foi, de fato, utilizada para a construcéo do paralelogramo.

Conjecturamos que o fracionamento da figura (quadrilatero e suas diagonais) dificultou

a visualizacdo da reconfiguracdo pertinente ao tratamento matematico que deveria ser utilizado
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por um dos grupos para validar sua técnica. No entanto, apenas identificamos esse fato em um
grupo.

Em nossos estudos preliminares, identificamos que a unica funcdo da demonstracéo
concebida pelos alunos investigados era a de validacdo. Durante a resolucdo desta tarefa,
percebemos que a funcao de verificacdo/convencimento ainda é ressaltada, por exemplo nesta
fala: “A dificuldade é convencer, ndo é, professora? Tem que convencer...” .

Finalizamos institucionalizando, nos trés registros de representacéo, a caracterizacédo do

paralelogramo (Quadro 3).

Quadro 3. Caracterizacdes do paralelogramo institucionalizadas na tarefa 2.

REGISTRO EM LINGUA REGISTRO FIGURAL REGISTRO SIMBOLICO
NATURAL

Um quadrilatero é
paralelogramo se, e somente
se, suas diagonais  se
intersectam em seus
respectivos pontos médios.

¢ | ABCD é paralelogramo <
ACNBD ={M} e AM=
MC e DM = MB

Fonte: Ferreira (2016, p. 227).

3% Etapa: Nesta etapa foram apresentadas tarefas cujo objetivo foi aplicar as
propriedades institucionalizadas nas tarefas anteriores. Foram propostas situacfes com a
intencdo de permitir aos alunos trabalhar condicGes necessarias e suficientes, destacar hipotese
e tese de um teorema e trabalhar teorema reciproco, assim como explorar a redacdo de um
teorema. As tarefas desta etapa ndo foram aplicadas totalmente uma vez que a disponibilidade
dos participantes da pesquisa ndo permitiu sua integralizacao.

As tarefas desta etapa sdo constituidas de subtarefas, que representaremos pelo nimero
e letra correspondentes. Por exemplo, tarefa 1, letra a, sera representada por Tia € a técnica
correspondente serd ti(T1a), em que i designa o numero da técnica.

Tarefa 12. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das afirmagdes abaixo. Se for
verdadeira, prove-a. Se for falsa, mostre um contraexemplo.

T12e :As bissetrizes de dois angulos consecutivos de um paralelogramo séo perpendiculares.
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Fonte: Ferreira (2016, p. 306).

Demonstracéo:

Como AS e BS sdo bissetrizes dos angulos A e B respectivamente, temos que DAS =
SAB e ABS = SBC.
2a+2b=180°=a+ b =90°(l) (pois ABCD é um paralelogramo) e a + b + x = 180° (1) (pois
ASB € um triangulo). Substituindo I em 11, temos: 90° + x = 180° = x = 90°. Logo, AS e BS sio
perpendiculares.

Os alunos poderdo conjecturar sobre esta afirmacao atribuindo valores aos angulos do
paralelogramo e encontrando o valor de 90° para cada angulo formado pelas bissetrizes dos
angulos consecutivos do paralelogramo. Para isto é necessario que conhegam as propriedades
referentes aos angulos do paralelogramo, isto é, angulos opostos congruentes e angulos
consecutivos suplementares.

Este item gerou bastante discusséo, pois 0s alunos nao estavam certos de suas respostas.

Fabio: E verdadeira ou falsa? Tem que procurar um paralelogramo que dé falsa. Ja fiz com o
guadrado, da certo; com o retangulo, da certo. No trapézio sera que da certo? Mas o trapézio
ndo é um paralelogramo.

Marina: Sao as bissetrizes.

Fabio: No retangulo forma, no quadrado forma, no losango forma. Sera que néo é verdadeiro,
nao?

Bruna: Eu acho que néo.

Marina: Eu acho que ndo. Porgue no paralelogramo vai dar um triangulo com dois angulos
de 90°, ndo é ndo?

Fabio: E a interse¢do das bissetrizes.

Bruna: No quadrado e no retangulo também da.

Fabio: E esse, 6, formado pelas bissetrizes.

Marina: Ah! Ta... Mas ai vocés estao fazendo com a diagonal, ndo?

Fabio: E com as bissetrizes que dividem o angulo ao meio.
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Marina: A bissetriz ndo é isso aqui?

Fabio: A gente estava fazendo errado mesmo. A gente estava fazendo com a diagonal. A
diagonal ndo divide o angulo ao meio.

Bruna: Agora a gente tem que procurar um que nao dé certo.

Fabio: O paralelogramo normal, mas eu acho que vai dar certo com todos.
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Bruna: Do mesmo jeito que vocé falou, pegando um angulo de 60°.

Marina: Entdo aqui é 120° porque a soma tem que dar 360°.

Marina: Vai ter que provar.

Fabio: Vai ter que generalizar agora. A gente ndo pode dar mais medidas aos angulos.
Marina: Chama a, o, p, . Tem que ser medida arbitrdria.

Os alunos realizaram a seguinte demonstracao:
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Esta tarefa provocou comentarios e conjecturas e culminou em uma demonstragdo. Os
alunos tiveram que interpretar o enunciado, converté-lo ao registro figural e conjecturar para
decidir sobre o valor légico da afirmacdo, o que os levou a vivenciar momentos de acao,
formulacéo e validacéo.

Até chegarem ao resultado, os alunos cometeram equivocos, mudaram de estratégia e

apenas partiram para a demonstragao quando estavam certos de que a proposicao era verdadeira.
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De Villiers (2001) afirma que sO partimos para uma demonstracdo quando sabemos que a
propriedade que queremos demonstrar é valida. Portanto, a funcdo de validacdo da
demonstracdo ndo motiva o aluno a partir para uma prova e sim a busca de por que esté correta.

Além das funcBes de validacdo e explicacdo, identificamos func¢fes de comunicagédo e
sistematizacdo, pois o0s alunos sistematizaram suas ideias logicamente e redigiram a

demonstracéo.

4 Consideracdes sobre os experimentos

Este estudo trata de demonstra¢fes geométricas com alunos de um curso de licenciatura
em matematica e se prop0s a apresentar a fase experimental de um trabalho maior (FERREIRA,
2016), cujo principal objetivo foi elaborar, aplicar e analisar uma organizagdo didatica que
permitisse minimizar as dificuldades dos alunos de licenciatura em matematica relativas ao
topico quadrilatero.

Apresentamos neste texto recortes das trés etapas que compds a parte experimental da
pesquisa que foi desenvolvida com a intencdo de envolver os alunos participantes em tarefas
gue os permitissem testar conjecturas, formularem e validaram suas hipoteses e socializarem e
comunicarem seus resultados, mobilizando conhecimentos anteriores, como congruéncia de
triangulos, teorema das paralelas e mediatriz de um segmento para reconstruir conhecimentos
sobre quadrilateros.

Com as analises apoiadas na Teoria Antropoldgica do Didéatico, na Teoria dos Registros
de representacdo Semiotica, de Duval juntamente com as formas de apreensdes da figura
proposta pelo mesmo autor, possibilitou simultaneamente analisar e minimizar os problemas de
aprendizagem sobre quadrilateros.

A articulacéo entre os registros de representacdo (tratamento e conversao) nos permitiu
verificar que o conhecimento dos alunos sobre quadrilateros se baseava na apreensdo
perceptiva, isto é, se confundiam os quadrilateros notaveis com sua representacéo.

Por ser um trabalho realizado no ambito da educacdo matematica, julgamos pertinente
distinguir os termos ‘prova’ e ‘demonstracdo’, e para isso consideramos a concep¢do de
Balacheff (2000). Essa disting&o, assim como os niveis de prova segundo o0 mesmo autor, foram

fundamentais para classificar os tipos de provas realizados pelos alunos.
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Diante das analises pudemos constatar que houve um avanco em termos de aprendizagem
em relacdo aos conhecimentos geomeétricos, uma vez que ao final da terceira etapa os alunos ja
mobilizavam conhecimentos de mediatriz de um segmento, teorema das paralelas, congruéncia
de tridngulos, propriedades de quadrilateros, bissetriz e triangulo isésceles na validagdo da
técnica utilizada; houve reducdo no uso de argumentos empiricos para validacdo das técnicas; @
os alunos parecem ter tomado consciéncia das limitacdes da apreensdo perceptiva, passando a
realizar interpretacéo discursiva da figura, o que evidencia a tomada de consciéncia do estatuto
das figuras geométricas, dos axiomas, dos teoremas e das definicdes.

De acordo com Ferreira (2016), a anélise das produc¢des dos alunos mostra que houve uma
evolucdo de provas pragmaticas para provas conceituais, e ainda que os alunos evoluiram na
escrita da demonstracao, ja realizando algumas demonstracfes bem estruturadas.

Esperamos que a comunicagéo dos resultados da pesquisa, por meio deste artigo, contribua
para a formacdo inicial de professores e consequentemente, contribua para minimizar 0s

problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem de geometria.
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