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UM ESTUDO DOS DIFERENTES PONTOS DE VISTA DAS CONICAS NO
QUADRO DA GEOMETRIA

A STUDY OF THE DIFFERENT POINTS OF VIEW OF THE KNICS IN THE
FRAMEWORK OF GEOMETRY
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Maria José Ferreira da SILVA?2

Resumo: neste artigo apresentamos diferentes pontos de vista para o estudo das conicas, no
quadro da geometria como alternativa ao que comumente é exposto no ensino basico, com o
objetivo de apresentar articulacfes entre eles e uma definicdo para a excentricidade que permite
analisar todas as conicas. O teorema de Dandelin seré apresentado como o articulador entre o
ponto de vista de corte de um cone reto de duas folhas por um plano e o ponto de vista de lugar
geométrico, mostrando uma equivaléncia matematica entre eles. Além disso, como
consequéncia, apresentamos uma definicdo geomeétrica para a excentricidade que possibilita o
estudo das conicas de forma unificada. Tal estudo € consequéncia de uma analise dos
documentos oficiais que apontam para o0 ensino das conicas de forma pontual sem
relacionamento algum entre esses pontos de vista.
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Abstract: in this article we present different points of view for the study of conic, in the frame
of geometry as an alternative to what is commonly exposed in basic education, with the purpose
of presenting articulations between them and a definition for the eccentricity that allows to
analyze all the conics. The Dandelin theorem will be presented as the articulator between the
cut-off point of view of a straight two-leaf cone by a plane and the geometric point of view,
showing a mathematical equivalence between them. In addition, as a consequence, we present
a geometric definition for the eccentricity that makes it possible to study the conics in a unified
form. This study is the result of an analysis of the official documents that point to the teaching
of conics in a punctual way without any relation between these points of view.
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Siqueira (2016) fez um estudo didatico das conicas a luz de Quadros, Pontos de Vista e
Registros de Representacdo Semiodtica com o objetivo de apresenta-las nos quadros da
Geometria e da Geometria Analitica com diferentes pontos de vista e representacdes.

O autor apresenta ainda um breve estudo histérico em que mostra que Apolonio definiu
as conicas partindo do corte de um cone de duas folhas por um plano, depois Platdo as define
como lugar geomeétrico no plano e, finalmente, Papus de Alexandria faz um estudo das conicas,
sistematizando o que fora estudado por Apoldnio e caracterizando as conicas por meio de seus
respectivos focos e retas diretrizes a partir do tratado Lugar Geométrico na Superficie de
Euclides.

Para o autor o ensino de conicas, apresentado nos documentos oficiais, privilegiam o
enfoque analitico em detrimento do enfoque geométrico. No “caderno do professor” do Estado
de Séo Paulo, do terceiro ano do ensino médio, por exemplo, as conicas sdo apresentadas por
meio do corte entre plano e cone reto de duas folhas, mas definem apenas a parabola, quando o
plano intercepta paralelamente a reta diretriz. O documento apresenta também a definicéo de
lugar geométrico sem relacioné-la com os cortes, a construgdo de representacdes da parabola e
da elipse por meio de aparatos mecanicos e algumas aplicacdes e propriedades das conicas em
varias situacdes como motivador para estuda-las na geometria analitica em que sdo vistas
apenas por suas equacdes candnicas.

Nesse caderno, a relagdo de excentricidade é apresentada por meio de uma relacéo
algébrica entre medidas apoiadas em uma figura geométrica, considerando elementos
caracteristicos como focos, eixos de simetria, vértices e pontos centrais. No entanto, nenhuma
articulacdo € feita entre uma conica e outra.

Assim, pretendemos, neste artigo, apresentar didaticamente os teoremas desenvolvidos
por Dandelin, Quetelet e Morton que relacionam o ponto de vista de corte de um cone e um
plano, com o ponto de vista de lugar geométrico, que permitem didaticamente transitar de um
ponto de vista a outro de forma articulada no quadro da geometria, bem como o ponto de vista
da excentricidade que resulta de relacbes geométricas obtidas do ponto de vista de corte de um
cone. Para isso descreveremos, brevemente no que segue, as nogdes de quadro, pontos de vista
e registros de representacdo semidtica que serdo utilizadas em nossas analises.

Os Quadros, os Pontos de Vista e os Registros de Representacdo Semidtica

Horizontes - Revista de Educagdo, Dourados-MS, v. 5, n. 10, p. 131-151, jul./ dez. 2017.
Faculdade de Educacao (FAED) da Universidade Federal da Grande Dourados (UFGD)



REVISTA DE EDuc,

\CAOo

HO TES -
RIZONTE ",

e-ISSN: 2318-1540

A nocao de quadros foi desenvolvida por Douady que os considera construido de:

[...] ferramentas de uma parte da matematica, de relacfes entre objetos, de
formulagGes eventualmente diferentes e de imagens mentais associadas a
essas ferramentas e relagdes. Dois quadros podem ter 0s mesmos objetos e ser
diferentes por causa das imagens mentais e da problematica desenvolvida
(DOUADY, 1993, p. 389 apud ALMOULOUD, 2007, p. 64).

Assim, um quadro pode ser entendido como um dominio da matematica, como por
exemplo, nimeros, geometria, algebra, grandezas, ..., que permite, de acordo com Almouloud
(2007), explicar a mudanca de pontos de vista e a tradugdo de um problema em quadros
diferentes. Essa mudanca de quadros pode, entdo, permitir ao aluno resolver um problema que
no quadro de partida considera dificil. Neste sentido, o professor precisa considerar o jogo de
quadros em suas intervencBes com 0s estudantes para que estes aprendam a identificar possiveis
mudangas de quadros quando resolvem problemas.

De acordo com Douady ‘€ necessario que os problemas fornecidos envolvam, pelo
menos, dois dominios, de modo que um sirva de referéncia ao outro e possibilitem meios de
validagdo pela agdo” (MARANHAO, 2008, p. 147). Uma outra questio que mobiliza essa
noc¢ao de mudanga de quadros ¢ quando ‘“conhecimentos de um certo dominio ndo serem
suficientes para avancar, em uma situacao, que o aluno langa médo de conhecimentos de outros
dominios” (MARANHAO, 2008, p. 148).

Embora a mudanca de quadros (ou de dominios) propicie uma maneira diferente para
olhar um problema, ou seja, provoque uma mudanca de ponto de vista, tal mudanca nao é
suficiente para entendermos efetivamente essa no¢do, pois essa mudancga pode ocorrer em um
mesmo quadro. Foi esta constatacdo que conduziu Rogalski, em 1995, a desenvolver a no¢édo

de pontos de vista que, de acordo com Almouloud (2007, p. 81):

Pontos de vista diferentes, para um objeto matematico, sdao maneiras
diferentes de olha-lo, e de fazé-lo funcionar e, eventualmente, de defini-lo.
Neste sentido, olhar um objeto em diferentes quadros é ter diferentes pontos
de vista, embora se possam ter varios pontos de vista no mesmo quadro.

A teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, concebida por Duval (1995), tem
contribuido para as pesquisas no @mbito da didatica da matematica, uma vez que tratam das
diferentes maneiras de representar um mesmo objeto matematico, pois estes s6 podem ser
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tratados a partir de representacfes. Um ponto fundamental dessa teoria € a diferencga entre o

representante e o representado, pois

Toda confusdo entre o objeto e sua representacdo provoca, com o decorrer do
tempo, uma perda de compreenséo. Os conhecimentos adquiridos tornam-se
rapidamente inutilizaveis fora de seus contextos de aprendizagem: sejam por
falta de atencdo, seja por que eles tornam-se representacdes inertes nao
sugerindo tratamento produtor. Por sua pluralidade potencial, as diversas
representacdes semidticas dos objetos matematicos seriam secundarias e
extrinsecas a aprendizagem conceitual dos objetos (DUVAL, 2009, p. 14).

Para o autor um Registro de Representacdo Semidtica deve comportar trés atividades
cognitivas fundamentais associadas & semiosis®: a formagio, o tratamento e a conversio. A
formagdo de representagdes “num registro semiotico particular, seja para “exprimir’ uma
representacdo mental, seja para “evocar” um objeto real [...] implica sempre uma selecdo no
conjunto de caracteres e determinagdes que “queremos” representar” (DUVAL, 2009, p. 53).
O tratamento € uma transformacéo que ocorre internamente a um registro de representacdo que
substitui a representacdo inicial, sem mudar a natureza da representacdo, como, por exemplo,
no registro algebrico em que a solucdo de um problema requer um tratamento que percorre
diferentes expressdes até se chegar a uma resposta final. Ja uma conversdo, para Duval (2009),
é uma transformacéo de uma representacdo de um objeto, de uma situacao ou informacéo, dada
em um registro, em outra representacdo deste mesmo objeto, situacdo ou informacdo em outro
registro. Neste sentido, uma conversdo é uma transformacéo externa ao registro como ocorre,
por exemplo, quando construimos uma representacdo grafica a partir de uma representacdo
algébrica. Para Almouloud (2007, p. 75) “a coordenagdo de varios registros (pelo menos dois)
¢ uma condicao necessaria para essa forma de compreensao, que Duval denomina, conceitual”.

Para Siqueira (2016), o ensino das cdnicas no ciclo basico é feito por meio de dois
quadros, o da geometria e 0 da geometria analitica. No quadro da geometria, que trataremos em
parte neste artigo, podemos olhar para elas do ponto de vista do corte entre o plano e o cone,
do ponto de vista do lugar geométrico e do ponto de vista da excentricidade. Quanto aos
registros de representacdo semiotica utilizados para representar as conicas nesses diversos
pontos de vista temos: o registro material, o registro figural, o registro figural dinamico, o

registro algébrico além de representag¢Ges simbolicas.

3 A apreensdo ou a producdo de uma representagdo semidtica (DUVAL, 2009, p. 15).
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Dessa forma, no que segue, para justificar nosso artigo, apresentamos uma breve analise
de alguns documentos oficiais relativos ao ensino de conicas que, de certa forma, complementa
0 estudo apresentado pelo autor e, na sequéncia, diferentes pontos de vista para esse objeto
matematico além dos registros de representacdo semiotica associados a cada um deles.

Analise de Alguns Documentos Oficiais

Analisamos os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)
(BRASIL, 2000), PCN* (BRASIL, 2002), as OrientacBes Curriculares para o Ensino Médio
(OCEM) (BRASIL, 2006) e do Curriculo do Estado de S3o Paulo (CESP) (SAO PAULO, 2011)
com o objetivo de levantar os principais aspectos considerados para o0 ensino de conicas na
educacao basica.

Os PCNEM (BRASIL, 2000) sugerem o ensino de conica de forma mais geral, visando
0 aprendizado por competéncias com o objetivo de inserir 0s jovens estudantes na vida adulta.

Sugerem a importancia do quadro da geometria, para tal, afirmando que:

As habilidades de visualizagao, desenho, argumentacéo l6gica e de aplicagdo
na busca de solugbes para problemas podem ser desenvolvidas com um
trabalho adequado de geometria, para que o aluno possa usar as formas e
propriedades geométricas na representacéo e visualiza¢do de partes do mundo
gue o cerca (BRASIL, 2000, p. 44).

Os PCN* (BRASIL, 2002) complementam as sugestdes dos parametros anteriores
sugerindo para a unidade temética geometria plana o ensino de semelhanca, congruéncia e
representacdes figurais e na unidade de geometria analitica o ensino de representacfes no plano
cartesiano, equac0es, interseccbes e posicles relativas de graficos. Ndo explicitam nessas
unidades o ensino de conicas com exce¢do do estudo de circunferéncia e de parabola afirmando

que:

[...] mais importante do que memorizar diferentes equagGes para um mesmo
ente geométrico, € necessario investir para garantir a compreensdo do que a
geometria analitica propGe. Para isso, o trabalho com este tema pode ser
centrado em estabelecer a correspondéncia entre as fungfes de 1° e 2° graus e
seus graficos e a resolucdo de problemas que exigem o estudo da posicdo
relativa de pontos, retas, circunferéncias e parabolas (BRASIL, 2002, p. 124).
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Ja nas OCEM (BRASIL, 2006) a escolha de contetdos deve considerar os diferentes

objetivos para a formacao matematica do ensino basico, pois esperam que:

[...] os alunos saibam usar a matematica para resolver problemas praticos do
quotidiano; para modelar fendmenos em outras areas do conhecimento;
compreendam que a matematica € uma ciéncia com caracteristicas proprias,
gue se organiza via teoremas e demonstracdes; percebam a matematica como
um conhecimento social e historicamente construido; saibam apreciar a
importancia da matematica no desenvolvimento cientifico e tecnolégico.
(BRASIL, 2006, p. 69).

Assim, salientam que o estudo de geometria deve permitir desenvolver capacidades para
os estudantes resolverem problemas praticos do cotidiano e que no estudo de geometria
analitica, a geometria e a dlgebra devem ser estudadas de forma articuladas de modo que possam
resolver problemas geométricos por meio de equacdes ou resolver equacdes por meio de
propriedades geométricas.

Na Geometria Analitica as OCEM (BRASIL, 2006) consideram como essenciais o
estudo da reta e da circunferéncia e que suas equacdes sejam deduzidas para a compreensdo de
cada parametro envolvido e ndo apenas apresentadas aos alunos para que sejam memorizadas.
No entanto as conicas sdo consideradas conteldos complementares e cabera ao professor
analisar a pertinéncia de seu ensino. Se este ensino vier a acontecer sugerem que sejam
estudadas por definicdo de lugar geométrico, por suas equacBes candnicas como solucdo de
uma equacao de segundo grau de duas variaveis e que ainda sejam considerados os sistemas de
coordenadas esféricas, polares, além das construcdes de curvas e superficies o que contribuiria
para 0 pensamento matematico generalizador.

No CESP (SAO PAULO, 2011) as conicas comecam a ser estudadas pelo objeto
parabola no nono ano do ensino fundamental, momento em que os alunos estudam alguns
aspectos relacionados a este objeto tais como os fundamentos de fungéo, variagéo e construcoes
de graficos e de tabelas representativas de fun¢Ges polinomiais de primeiro e de segundo grau,
com o0 objetivo de desenvolver diversas habilidades. Esse estudo é aprofundado no primeiro
ano do ensino médio, considerando relagGes entre grandezas, proporcionalidade, funcéo
polinomial de 2°grau, ndo esbocando qualquer mencéo as conicas. Ja no terceiro ano, desse
nivel escolar, a parabola, a elipse e a hipérbole sdo estudadas, a partir de habilidades

relacionadas a geometria analitica “saber identificar as equagdes da circunferéncia e das conicas
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na forma reduzida e conhecer as propriedades caracteristicas das conicas”. (Ibid., p. 69). Este
documento exibe, como fator motivacional para introduzir o tema, situagdes em que 0s aspectos
geométricos sdo evidentes, tais como projecOes de luzes de um abajur em uma parede, de
construgdes de curvas com formatos elipticos e parabdlicos como em pontes, além de utilizar o
método do jardineiro para o tracado de elipses, no entanto nenhuma relagdo dessas situacoes é
feita com a geometria analitica que sera ensinada.

A partir desses estudos percebemos que o0 ensino de cénicas é tratado com énfase no
quadro da geometria analitica, tendo inicio no ensino fundamental para representacdes graficas
de fungbes quadréticas, sem qualquer estudo no quadro da geometria. Assim, neste artigo,
baseados em Siqueira (2016) apresentaremos diferentes pontos de vista para as conicas nesse
quadro, ou seja, diferentes maneiras de estudar esses objetos além de suas possiveis
representacfes semioticas. No que segue, apresentaremos entdo algumas relagbes entre
diferentes pontos de vista para as cOnicas que, entendemos ajudariam a compreender a
passagem de um para outro e 0s teoremas que as garantem matematicamente a partir das

contribuicdes de Dandelin, Quetelet e Morton.

Os Diferentes Pontos de Vista para as Conicas no Quadro da Geometria

O ensino de cbnicas pode ser realizado a partir de trés pontos de vista no quadro da

geometria: do corte entre plano e cone, do lugar geométrico e da excentricidade.

Ponto de Vista entre Plano e Cone

De acordo com Siqueira (2016) o ponto de vista das conicas apresentado pelo corte entre
plano e cone reto de duas folhas emerge da defini¢cdo dada por Apoldnio (aprox. 262 a190a.C.)
que as definiu por meio da inclina¢do de um plano de corte em relagdo ao eixo de um cone reto
de duas folhas (figura 1). O autor afirma que a definicdo dada por Apol6nio perdura até os dias
atuais e os nomes parabola, elipse e hipérbole foram adotadas por ele, provavelmente,
inspirados nos trabalhos dos pitagoricos para a solucdo de equacfes quadraticas por aplicagédo

de &reas.
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Forma de

C ) Forma de Elipse
Cincunferéncia

Forma de
Hipérbole
Forma de Parabola

Fonte: Siqueira (2016, p. 65-72-73).

Na figura 1, ¢ representa o cone reto de duas folhas, g a geratriz do cone, V seu vértice,
a o angulo formado entre o eixo do cone e uma de suas geratrizes,  representa o plano de corte
e B o angulo formado entre o plano e o eixo do cone.

Por este ponto de vista vemos, a partir da figura 1, que a circunferéncia é identificada
guando o plano que intercepta o cone é posicionado paralelamente a base do cone; a parabola
pode ser vista quando o plano de corte é posicionado paralelamente a uma das geratrizes do
cone; a elipse é identificada quando o plano que intercepta o0 cone passa por todas as suas
geratrizes e forma com o eixo do cone um angulo maior do que o angulo formado entre o eixo
do cone e uma de suas geratrizes; finalmente, a hipérbole pode ser identificada quando o plano
de corte forma com o eixo do cone um angulo menor que o angulo formado entre este mesmo
eiXo e uma de suas geratrizes.

Neste ponto de vista, o resultado da intersecdo entre o cone e o plano, de acordo com
Siqueira (2016) ndo é um registro de representacdo semiotica, porém por meio deste
procedimento podemos identificar a cbnica representada tendo por base a apreensao perceptiva
de Duval (2009).
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Ponto de vista do Lugar Geometrico — Propriedade Focal

O ponto de vista de lugar geométrico, de acordo com Lacaz Netto (1957), vem da
defini¢do dada por Platdo (aprox.. 427 —347a.C.). Para 0 autor, na Grécia antiga a denominacéo
de lugares solidos era dada as sec¢des conicas e a denominacao de lugar de pontos ao conjunto @
formado por todos os pontos que satisfazem determinadas condi¢6es. Papus (290-350) tratando
as conicas como lugar geométrico de pontos, verificou que para a elipse a razdo entre as
distancias de um ponto qualquer sobre essa curva ao foco e a reta diretriz € menor que 1, e para
a hipérbole era maior que 1. Enunciou também diversos teoremas a respeito dos focos, diretrizes
e excentricidades das cénicas. Ja no século XVII Fermat, baseando-se na obra de Papus,
desenvolveu um método para tratar lugares geométricos e deu uma solugéo para os problemas
solidos de Papus em meio ao desenvolvimento da geometria analitica.

Pelo ponto de vista do lugar geométrico as conicas sdo definidas por sua propriedade
focal em que sdo tratadas como um conjunto de seus pontos. Siqueira (2016) apresentou a
definicdo de pardbola por essa propriedade afirmando que um ponto qualquer sobre a parabola
é equidistante de uma reta fixa (diretriz) e de um ponto fixo (foco). Por essa mesma propriedade
a elipse é uma cbnica em que a soma das distancias de um ponto qualquer sobre a elipse aos
seus focos € uma constante e para a hipérbole a subtracdo entre as distancias de um ponto
qualquer aos focos € uma constante positiva.

Esses dois pontos de vista do corte entre plano e cone reto de duas folhas e o ponto de
vista do lugar geométrico podem ser estudados de forma articulada uma vez que é possivel
partir de um estudo em que as conicas sdo apenas identificadas para um estudo que considere

suas relacGes matematicas pela propriedade focal, conforme a relacdo apresentada a seguir.
A relagdo entre os pontos de vista do corte e lugar geométrico para as cénicas

Bordallo (2011) fez um estudo histérico das cbnicas no Brasil com o objetivo de
verificar como as conicas foram apresentadas nos programas de ensino, nas leis e nos livros
didaticos desde 1892, explicitando em quais momentos elas foram estudadas separadas ou
unificadas tanto na geometria quanto na geometria analitica. O autor verificou que o teorema

de Dandelin, como parte importante para o ensino de conicas, esteve presente nos programas
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desde 1892, passando pela reforma de Capanema em 1931, pelo ajuste feito em 1951 chegando
ao inicio dos anos de 1960, quando foi omitido pelo movimento da matematica moderna.

J& Monteiro (2014) observou que o matematico Dandelin fixou as condi¢des em que a
seccdo entre um cone reto e um plano produz cada um dos tipos de c6nicas por intermédio do
teorema: a seccdo de uma superficie cénica de revolucdo por um plano obliquo ao eixo é
uma parabola, uma elipse ou uma hipérbole.

De acordo com o autor, Dandelin mostrou a possibilidade de se inserir uma ou duas
esferas em um cone de maneira que tangenciassem, a0 mesmo tempo, o cone e o plano utilizado
para o corte. Nesta construcdo pode demonstrar a propriedade focal para definir as conicas
como lugar geométrico, por meio de propriedades de tangencia as esferas por planos e de
semelhanca de triangulos. Acrescenta que Dandelin em colaboracdo com o também matematico
Quetelet apresentaram essa abordagem em 1822 para a elipse e para a hipérbole e Pierce Morton
em 1828, para a parabola. Dessa forma entendemos que esses matematicos relacionam o ponto
de vista do corte de um cone reto por um plano com o ponto de vista de lugar geométrico
justificando assim matematicamente tal relacéo.

Segundo Monteiro (2014) Dandelin e Quetelet apresentaram, em 1822, duas
proposic¢des para definir a elipse e a hipérbole. Para a elipse consideraram duas esferas inscritas
em um cone simples tangenciando o plano de corte (figura 2) e identificaram uma relacao entre
distancias que permitiram identificar a elipse como lugar geométrico a partir de sua propriedade

focal.

Horizontes - Revista de Educagdo, Dourados-MS, v. 5, n. 10, p. 131-151, jul./ dez. 2017.
Faculdade de Educacao (FAED) da Universidade Federal da Grande Dourados (UFGD)



HORIZONTES -

e-ISSN: 2318-1540

Figura 2: Percepcéo da Representacdo da Elipse
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Fonte: Monteiro (2014, p. 12).

Enunciaram essa proposic¢do: considere um cone circular reto C interceptado em
todas as suas geratrizes por um plano &, considere também, duas esferas S; e S, que
tangenciam simultaneamente o plano e o cone e F; e F, 0s pontos de tangéncia das esferas
com o plano n. Entido, com base nessas informacdes, para qualquer ponto P tomado da
interseccdo, é constante a relagdo PF; + PF,.

Para obter essa relagdo consideramos, na figura 2, o ponto R de tangencia da esfera S;
com o cone, que pertence a circunferéncia c,, paralela a base do cone. Esse ponto R e 0 vértice
do cone determinam enté&o a reta geratriz do cone, que por sua vez determina o ponto Q na
circunferéncia c,, ponto de tangéncia da esfera s, com o cone. A reta geratriz, que passa por R
e Q, determina também o ponto P que pertence a intersec¢do entre o plano de corte @ ¢ o cone,
ou seja, pertencente a elipse. Podemos observar que o segmento RQ tem medida constante
porque pertencem simultaneamente as circunferéncias paralelas a base do cone e a uma sua
geratriz.

Agora, se considerarmos o ponto F;, de tangéncia da esfera s, com o plano 7, € o ponto

F,, de tangéncia da esfera s; com o mesmo plano, podemos concluir que PF; = PQ, pois 0
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ponto P € externo a esfera s, e as retas PF; e PQ tangenciam a esfera, respectivamente, nos
pontos F; e Q. De maneira analoga podemos dizer que PF, = PR e, assim, concluir que PF; +
PF, = RQ, ou seja, a soma das distancias de um ponto qualquer da elipse a seus focos € uma
constante, 0 que caracteriza a elipse como lugar geométrico.

Dandelin e Quetelet consideraram também duas esferas tangenciando
simultaneamente um plano de corte e um cone reto circular duplo (figura 3) para enunciar uma
proposicao semelhante para a hipérbole.

Segundo Monteiro (2014) Dandelin e Quetelet enunciaram a seguinte proposicao:
considere um plano © e um cone circular reto C que se interceptam mutuamente e duas
esferas inscritas de tal maneira que tangenciam simultaneamente o plano e o cone.
Considere ainda os pontos F; e F, representados pelas intersec6es entre as esferas com o
plano. Com base nessas informacdes pode ser afirmado que para qualquer ponto P da
intersecdo entre plano e cone é constante e positiva a relacdo |PF; — PF,|.

Na figura 3 consideremos o ponto R que pertence a circunferéncia c, e € um dos pontos
de tangéncia entre a esfera S; e o cone. Por esse ponto R e pelo ponto V determinamos uma
reta geratriz do cone que, intercepta a circunferéncia c, no ponto Q, que também é ponto de
tangéncia entre a esfera s, e 0 cone. Essa reta geratriz determina ainda o ponto P na intersecgéo
entre o plano 7 e o0 cone, ou seja, pertencente a hipérbole. Considerando F; 0 ponto de tangéncia
entre a esfera s; ¢ o plano w e F, 0 ponto de tangéncia entre a esfera s, e o plano 7, como o
ponto P é externo as esferas e a reta RQ tangencia as duas esferas podemos dizer que PF, =
PR (propriedade de tangéncia), e, ainda, que PF, = PQ. Logo PF, - PF, = PQ - PR =
RQ. Podemos entdo dizer que a diferenca entre as distancias de um ponto P, qualquer da
hipérbole, a dois pontos fixos é um valor constante, isto &, a hipérbole é o lugar geométricos

dos pontos de um plano que satisfazem essa relacao.
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Fonte: Monteiro (2014, p. 13).

Segundo Monteiro (2014), Pierce Mortan em 1828, considerou uma esfera inscrita em
um cone simples que tangencia, simultaneamente, o plano de corte m (paralelo a uma das
geratrizes do cone) e o cone, além de um plano 6 ortogonal ao eixo do cone (figura 4) para
enunciar a seguinte proposicdo: considere uma esfera inserida em um cone circular reto
tangente simultaneamente ao plano de corte e ao cone. Seja também o ponto F o ponto de
tangéncia entre a esfera S; e o plano &, e P um ponto representante da intersecéo entre o
cone e 0 plano de corte e a reta d representada pela intersecéo entre o plano de corte e 0
plano ortogonal ao eixo do cone. Verifica-se entdo a relacdo métrica A (P,F) = A (P,d).

Considerando, na figura 4, o ponto F de tangéncia entre o plano n ¢ a esfera; a reta d
determinada pela intersec¢do dos planos © e 6, além da circunferéncia c,, contida no plano 6 e

representa a intersecgéo entre o cone e a esfera. Determinando um ponto P qualquer na curva
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de intersecg¢do entre o plano 7 € o cone podemos considerar a geratriz do cone VP que determina

0 ponto R na intersec¢do com a circunferéncia c;.

Figura 4: Percepcdo da Representagéo da Parabola
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Fonte: Monteiro (2014, p.

Considerando agora o ponto P, que representa a projecéo ortogonal do ponto P na reta
d e o ponto R podemos mostrar que VQ = VR, pois a circunferéncia c, € paralela a base do
cone. Podemos observar ainda que PR = PF (propriedade de tangéncia). Além disso,
considerando que os triangulos VQR e RPP” sdo isosceles e semelhantes (PP"//VQ) vem que
PP’ = PR = PF. Esses resultados nos conduzem a concluir que a distancia de um ponto P
qualquer da parabola a um ponto fixo F é igual a distancia entre esse mesmo ponto P a reta d,
ou seja, a parabola € o lugar geométrico dos pontos que equidistam de uma reta e de um ponto

dado.
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Na relacdo entre o ponto de vista do corte e ponto de vista do lugar geométrico, quando
identificamos os pontos de tangéncia entre as esferas e o0 cone e tomamos um ponto qualquer
sobre a curva, estamos na realidade, construindo um registro figural, ou seja, uma figura
geométrica em que explicitamos seus elementos, pontos sobre a curva e focos. Quando, a partir
da figura, extraimos as equacdes do lugar geométrico, significa que convertemos no sentido de @
Duval (2009) do registro de representacdo figural para o algébrico no quadro da geometria.
Portanto, neste estudo, primeiro tem-se a apreensdo perceptiva para identificar a conica
representada, depois o registro figural das conicas e por fim o registro algébrico.

Com essas proposi¢Oes constatamos que a abordagem dada as conicas, por Dandelin,
Quetelet e Monton, permite mostrar uma equivaléncia entre o ponto de vista de corte por um
plano e o ponto de vista de lugar geométrico que, geralmente, sdo apresentados de modo
isolado.

Além dessa equivaléncia Dandelin enuncia ainda uma proposicdo para a
excentricidade que permite relacionar as trés conicas a um ndmero partindo de uma

interpretacdo geomeétrica, que apresentaremos no que segue.
Ponto de Vista da Excentricidade

O ponto de vista da excentricidade que de acordo com Albuquerque (2014) teve inicio
com a definicdo apresentada por Papus de Alexandria, possibilita a identificacdo das conicas
por um numero, chamado de excentricidade e representado por e considerando o foco F e a reta

diretriz d de cada uma.

Figura 5: Conicas via foco e diretriz
Parabola Elipse Hipérbole

Fonte: Producéo dos autores deste artigo.
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Observando a figura 5 podemos determinar a razdo entre a distancia de um ponto P

qualquer pertencente a conica a seu foco (F) e a distancia desse mesmo ponto a reta diretriz r,

. d(PF . .. cre s
ou seja, d((Tr;' A essa constante positiva damos o nome de excentricidade e podemos utiliza-lo

para identificar as conicas da seguinte forma: se seu valor esta compreendido entre 0 e 1 a
conicaseraumaelipse, 0 < e < 1; se esse valor for igual a 1 a conica serd uma parabola, e =
1 e se for maior que 1 serd entdo uma hipérbole, e > 1. Mas qual a relacéo desse nimero com

os cortes apresentados?

Relacao entre os pontos de vista do corte e da excentricidade para as conicas

A abordagem pelo ponto de vista da excentricidade permite a unificacdo do estudo das
conicas, pois em vez de termos uma definicdo para cada conica, como ocorre na propriedade

focal, agora temos apenas um nimero, a excentricidade, que permite identificar as trés.

Esta andlise unificada para as conicas é possivel com o teorema de Dandelin em que
parte da definicdo do corte de um cone por um plano para obter uma equacao que representa
uma relagdo geométrica para a excentricidade. Dandelin considerou um cone simples circular
reto, um plano de corte, um plano ortogonal ao eixo do cone e uma esfera inscrita no cone e
tangente ao plano (figura 5) e enunciou a seguinte proposicdo: considere um cone circular
reto C interceptado por um plano 7 e um ponto P arbitrario dessa intersec¢do. Entao
existem neste plano um ponto F, denominado foco, e uma reta d, denominada diretriz,
fixos de tal maneira que as medidas das disténcias entre P e F e entre P e d sejam

constantes.
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Fonte: Monteiro (2014, p. 19).

Consideramos, na figura 6, um cone C, circular reto simples, de vértice V, um plano =,
que o intercepta, e uma esfera S, inscrita no cone ¢ que tangencia o plano m no ponto F.
Consideramos também um plano 0, paralelo a base do cone, que intercepta simultaneamente o
cone, a esfera e o plano n. Na interseccdo com a esfera o plano 6 determina o circulo c¢; € na
intersec¢do com o plano m, a reta d. Consideramos ainda um ponto P qualquer pertencente a
intersec¢do do plano 7 com o cone e determinamos o ponto P’, sua projecao ortogonal sobre a
reta d. Tomamos a geratriz do cone VP que determina o ponto R na intersec¢cdo com o circulo
c;. Tracamos pelo ponto P a reta t, paralela ao eixo do cone que determinara, na intersec¢ao
com o plano 6 o ponto Q. Determinamos, em seguida, 0 ponto Q", projecao ortogonal do ponto
Q no plano de base do cone. Desta forma obtemos também o ponto V’, como a projecao

ortogonal do ponto V no mesmo plano da base do cone.

Como o tridngulo PQR é retangulo em Q (Q pertence a reta t, perpendicular a base do

cone e o0 segmento QR esta contido no plano & que é paralelo ao plano da base do cone) e o
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angulo RPQ que tem medida igual a do angulo a (alternos internos do paralelismo entre as
retas VV’ e t) podemos concluir que cos(a) = % ou PQ = PR - cos(a). Da mesma forma, se

considerarmos o triangulo PQP” retangulo em Q e o angulo QPP” que tem medida igual a do

angulo B podemos dizer que cos(f) =% ou PQ = PP’ -cos(B). Como consequéncia

podemos concluir que PR:-cos(a) = PP’ -cos(B). Por outro lado, como a medida do
segmento PP” é igual a distancia entre o ponto P e a reta diretriz d, isto €, PP" = d(P,d) e a

medida do segmento PR ¢é igual a distancia entre os pontos P e F, ou seja, PR = d(P,F)

A(P,F) _ cos(B)

podemos dizer que cos(a) A(P,F) = cos(B) A(P,d) e ainda que T cosa

em que A

representa a distancia entre os pontos P e F e a distancia entre o ponto P e a reta diretriz d.

Desta forma a excentricidade da conica € definida pela razédo EL@ que depende

os(a)
exclusivamente da configuracdo geométrica apresentada na figura e, de acordo, com o resultado

obtido identifica a cdnica em questdo. Neste sentido, a relacdo definidora da conica pode ser
~ PF A - .. .
representada pela expressao e = -7 € as conicas podem ser definidas como o conjunto dos

pontos que satisfazem a relagdo § = {P/ A(P,F) = e A (P,d)} em que § representa a conica,
P o conjunto de pontos no plano e e a excentricidade da conica. Assim, podemos extrair as
seguintes conclusdes a partir da comparacgdo entre os angulos a e 8, sendo que £ varia no
intervalo 0 < B < 90°.
e Sef =90°entdo e = 0 e aconicasera representada por uma circunferéncia (como caso
especial de elipse).
e Sef = aentdo e = 1eacdnicasera representada por uma parabola.
e Sef > aentdocos(f) < cos(a)queconduzal < e < 1eacodnicaserarepresentada
por uma elipse.
e Sef < a entdo cos(B) > cos(a) que implicaem e > 1 e a cdnica sera representada

por uma hipérbole.

Por meio do corte entre plano e cone, extraimos um registro algébrico para a
excentricidade das cénicas que depende exclusivamente de fatores geometricos e apds
identificarmos o valor da excentricidade teremos um registro numérico que indicara ser uma

parabola, uma elipse ou uma hipérbole, de acordo com as conclusdes obtidas anteriormente.
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O teorema de Dandelin permitiu apresentar uma relagédo entre os pontos de vista do corte
por um plano e do lugar geométrico, pois a conica inicialmente representada no espaco pela
intersecdo de um cone por um plano pdde ser entdo representada no plano e, ainda o estudo de
maneira unificada para as trés conicas. Tal estudo pode conduzir a atividades em que dada uma
figura semelhante a figura 6, com medidas especificadas o aluno possa concluir a que cénica o @
ponto P, em questdo, pertence. Tais estudos podem ser auxiliados com softwares de
representacdes dinamicas para que sejam percebidas as alteracfes que a representacao da conica

sofre quando certas medidas sao alteradas.
Considerac0es Finais

Neste artigo apresentamos um estudo em que o teorema de Dandelin esta no centro das
discussbes porque possibilita promover articulagdes e equivaléncias entre diferentes pontos de
vista das conicas, no quadro da geometria, de maneira didatica ndo comumente apresentada no
ensino. Esta abordagem permitiu apresentar uma relagdo matematica entre os pontos de vista
do corte de um cone por um plano e o ponto de vista de lugar geométrico, alem de uma relacéo
entre o ponto de vista do corte de um cone por um plano e o ponto de vista da excentricidade
que permite um estudo unificando para as conicas.

Tal estudo justifica ainda a conversdo de uma representacdo da curva no espago para
uma representacdo da mesma curva em um plano a partir do ponto de vista do corte de um cone
por um plano, da constatacdo da propriedade focal e do ponto de vista de lugar geométrico, para
chegar entdo na interpretacdo geométrica para a excentricidade.

Entendemos que é importante a discussdo do teorema de Dandelin no ensino,
preferencialmente com a ajuda de ferramentas computacionais, para garantir coesdo entre as
diferentes definicdes para as conicas, além do desenvolvimento de relacfes e percepcoes
obtidas por um trabalho com seus diferentes pontos de vista e representacdes possiveis no
quadro da geometria.

Os documentos oficiais estudados orientam um ensino de conicas que privilegia o
quadro da geometria analitica e embora o curriculo do estado de S&o Paulo considere 0 quadro
da geometria em algumas partes, é usado apenas como motivador para o estudo deste objeto no

quadro da geometria analitica. Além disso, apresenta a representacdo algébrica para a
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excentricidade apenas para a elipse desvinculada da definicdo que utiliza o foco e a diretriz e,
também, sem analisar as trés conicas de forma unificada. Apresentam a relacdo para cada uma
delas separadamente a partir de uma figura. No entanto, entendemos que a forma unificada
permite relacionar uma coénica e outra, evitando o atomismo com que geralmente sdo tratadas.
Embora o Caderno do Professor”, como consequéncia do curriculo do Estado de Sao @
Paulo, traga diferentes definicGes para as conicas no quadro da geometria, a abordagem é
predominantemente analitica, ou seja, 0 quadro geométrico € abordado rapidamente a para
estudar a geometria analitica. Porém, estudar o enfoque geométrico representa uma importante
preparacdo para o estudante no sentido de entender a parte analitica, uma vez que ao fazer a
mudanca do quadro da geometria para o quadro da geometria analitica para as conicas na
realidade transportamos elementos e resultados do estudo na geometria para um referencial
cartesiano de onde outros resultados serdo encontrados, como o estudo das equacdes que

representam essas curvas.
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